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Prélogo

Conoci a la Dra. Maria Beatriz Bernabe Loranca en el afio de 1985, yo era
profesor y ella estudiante de la licenciatura en Ciencias de la Computacion en la
Escuela de Ciencias Fisico Matematicas de la entonces Universidad de Autbnoma
de Puebla (UAP). Después, en el afio de 1995, ella ingreso al cuerpo docente de
la Facultad de Ciencias de la Computacion de la Benemérita Universidad de
Auténoma de Puebla (BUAP), y entonces fuimos colegas. En ese tiempo, la
profesora Bernabe realiz6 su maestria en Ingenieria en calidad en la Universidad
Iberoamericana campus Puebla y en el afio 2006, ingreso a la Division de Estudios
de Posgrado de Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional Autbnoma de
México (UNAM), donde se gradud con honores como doctora en investigacion de
operaciones.

Desde hace 12 afios pertenece al Sistema Nacional de Investigadores.
Afios mas tarde, en 2012, coincidimos en la Universidad Popular Auténoma del
Estado de Puebla (UPAEP), yo como estudiante de doctorado y ella en su
estancia postdoctoral. Para graduarme, ella fungi6 como mi directora de tesis
doctoral, por lo cual siempre estaré muy agradecido.

Este libro representa un compendio de herramientas cuantitativas que
permiten tomar mejores decisiones en sistemas de Particionamiento y
agrupamiento aplicados a disefio territorial por medio de modelos y técnicas de
investigacion de operaciones. Mas aun, este libro es consecuencia del trabajo
arduo de investigacion de varios afos, asi mismo de los articulos publicados por la
Dra. Bernabe en revistas cientificas principalmente en el campo de la investigacion
de operaciones, que entre las publicaciones, se encuentran articulos de Journal
Citation Report y algunos con factor de impacto, articulos arbitrados, articulos de
indice CONACYT entre otras, donde en la mayoria de estos productos la Dra.
Bernabe es la primera autora.

Esta obra se divide en cinco capitulos muy bien disefiados para dar un
panorama general del tema, pero atendiendo las particularidades de las
aplicaciones. En el capitulo 1 Preliminares, se proporcionan los fundamentos de
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matematicas discretas con un enfoque de Particionamiento y clases de
equivalencias con las respectivas referencias. En el capitulo 2 se expone una
Introduccion al Particionamiento y se muestran los conceptos de Particionamiento,
agrupamiento y cluster con un enfoque algoritmico donde el orden de los temas
estan elegidos cuidando la dificultad creciente del problema, la cual va desde su
complejidad computacional. Desde luego también se muestran las referencias
entre las cuales se encuentran articulos de la Dra. Berndbe. En el capitulo 3
llamado Propuestas tradicionales del Particionamiento, se describen las
condiciones y generalidades de los algoritmos casicos de Particionamiento para
continuar con el capitulo Particionamiento por medoides PAM, en este capitulo 4
se aborda el problema de Particionamiento como un caso de estudio el cual se va
desarrollando en torno a los medoides con un enfoque algoritmico y se concluye
con una seccion para mostrar los resultados de los experimentos
computacionales. Puedo decir sin temor a equivocarme, que este es uno de los
temas favoritos de la autora y que lo domina en un alto grado. Finalmente, el
capitulo 5 nombrado como P-Mediana y Particionamiento, se aplica el modelo del
problema de la P-Mediana para buscar soluciones al problema de disefio
territorial, entonces se pasa al enfoque clasico del problema de la p-Mediana y se
concluye con la transformacién del problema de la P-Mediana a un problema de
optimizacién combinatoria.

Quiero felicitar a la Dra. Bernabe por llevar a buen puerto este proyecto de
producir su primer libro, pues es mi conviccion que en la medida que sigamos
produciendo literatura de investigacion de operaciones, sean modelos, métodos,
teoremas y algoritmos, estamos contribuyendo a la creacion de infraestructura que
ayudara a las siguientes generaciones a avanzar hacia una cultura de la toma de
decisiones basada en la ciencia y coadyuvar a la eficiencia de las operaciones en
las organizaciones. Finalmente, con admiracidén y respeto quiero decir a la Dra.
Bernabe que por el contenido y la forma de presentar el conocimiento, este primer
libro le proporcionara muchas satisfacciones personales y profesionales, siendo
asi espero que sea el primero de muchos libros.

Dr. Rogelio Gonzélez Veldzquez
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Introduccion

Recientemente el volumen de datos generados por distintas actividades ha
tenido un incremento ademas de veloz, importante. A partir de la multiplicidad,
origen, variabilidad y numero de datos, se persigue que su uso en el andlisis
permita extraer informacion valiosa con el fin de evadir incertidumbre y de producir
conocimientos que ayuden en la toma de decisiones.

Existen distintas areas que se encargan del procesamiento y andlisis de los
datos masivos, dichas disciplinas se apoyan de técnicas enmarcadas en Data
Science (DS), Big Data (BD) y Data Mining (DM) entre otros. En particular, una
técnica computacional que se identifica como una herramienta de utilidad
demandada en tales disciplinas es el agrupamiento de datos.

Por el lado de BD, se puede decir que su propésito fundamental es evaluar
grandes volimenes de datos que superan la capacidad de los procesamientos
informaticos, el objetivo principal es analizar en el menor tiempo y de forma eficaz,
toda la informacion utilizando herramientas o softwares para hallar patrones
comunes. Aunque DM igualmente analiza grandes volumenes, esta comprende un
conjunto de técnicas y tecnologias que permiten explorar extensas bases de datos
de manera automatica y busca a la vez, encontrar patrones repetitivos que
expliqguen el comportamiento de estos datos para obtener una informacién
especifica tal que las distintas tareas de una empresa se resuelvan, por ejemplo la
optimizacion.

A veces suelen confundirse los propositos de algunas areas cuando se
utilizan herramientas que se relacionan mutuamente entre si, entonces parece
apropiado marcar las diferencias, sobre todo cuando un manuscrito se ocupa de
discutir una particular técnica/herramienta, tal como lo es este compendio de 1
volumen que incorpora el tema de introduccion al Particionamiento a lo largo del
documento.

Este es el primer volumen de una serie de 3, el cual se divide en 5
capitulos. El objetivo es proveer material estructurado que permita la comprension

de este tema para estudiantes de distintos grados a partir del nivel licenciatura.
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El contenido de este libro, dedicado a una introduccion al Particionamiento,
es de gran interés cuando se toma como herramienta computacional, en particular,
en la solucién de problemas de &reas ingenieriles donde el agrupamiento se
encuentra implicito; por ejemplo, si se discuten problemas de disefio de zonas o
bien de diversos temas de Investigacion de Operaciones como los problemas de
ruteo, de asignacion, agente viajero etc. En este punto, el Particionamiento se
puede utilizar como herramienta y a la vez, expresarse como un modelo de
optimizacién, lo cual se trata a partir del capitulo 2. En consecuencia, el lector vera
otras bondades del Particionamiento, sobre todo cuando se trata como
instrumento algoritmico y herramienta de apoyo para dar respuestas tanto a
problemas muy especificos de Investigacion de Operaciones (10), de Optimizacion
o de Inteligencia Artificial (I1A) entre otros.

Aungue se encuentra relacionada la 10 con la Optimizacion, la 10 se utiliza
para programar actividades sujetas a recursos escasos, y para ello, hace uso de
técnicas de modelado matematico, andlisis estadistico y optimizacién. Entonces, la
IO busca resolver problemas ante una serie de restricciones con criterios de
decision. Para el caso de la teoria de Optimizacion clasica, se constituye por un
conjunto de resultados, métodos analiticos y numéricos enfocados a encontrar e
identificar al mejor candidato de entre una coleccion de alternativas sin tener que
enumerar y evaluar explicitamente todas esas alternativas. En matematicas,
ciencias de la computacién o economia, Optimizacion matematica se entiende
como la seleccién del mejor elemento con respecto a algun criterio de un conjunto
de unidades disponibles, no obstante, es razonable afirmar que la investigacion
operativa es uno de los campos de la matematica y que sus bases son la
optimizacion debido a la necesaria maximizacion o minimizacion de una funcion de
costo, donde se eligen sistematicamente valores de entrada que son tomados de
un conjunto, y que el valor de la funcidén es procesado computacionalmente.

La generalizacion de la teoria de la optimizacion y otras formulaciones,
comprende un area grande de las matematicas aplicadas, pero en general, la
optimizacién significa el descubrimiento de los "mejores valores" para alguna

funcion objetivo con un dominio definido, es decir, se refiere a la capacidad de



hacer o resolver alguna cosa de la manera mas eficiente y en el mejor de los
casos, utilizando la menor cantidad de recursos.

Considerando lo anterior, se hace énfasis y se justifica que el espacio de
este libro, persigue asimilar el beneficio del Particionamiento como herramienta
computacional en la solucion de problemas de 10 y de areas afines, y que en
términos amplios, el agrupamiento se encuentra tacito o explicito como un
problema de optimizacién, por lo tanto, es inevitable mencionar que en las uUltimas
décadas, el término optimizacién se ha vinculado al mundo de la informéatica, de
las matematicas, de la gestion de procesos y en la economia, ademas de la
anhelada eficiencia de un sistema, teoria de colas y simulacién entre otros. Por
otra parte, y en un contexto general, la IA se comprende considerando su origen y
la manera en que la inteligencia se codifica trasladandose a aparatos para realizar
operaciones u optimizar procesos para la toma de decisiones. Notese aqui la
conexion entre 10 e IA.

Hablar de IA ni es facil y mucho menos corto el asunto. Aqui nos ubicamos
para insistir no precisamente en la relacion con multiples areas, sino con la 10 y
principalmente con el Particionamiento. Evidentemente, tanto la IA como la 10
tienen un cruce en lo que se conoce como la toma de decisiones, pero ello no
significa que este punto sea el Unico que las sitla en un pedazo del mismo
escenario.

Aungue son muchas las areas que utilizan la 1A para dar solucion a sus
problemas, la IA es y seguira siendo una rama de las ciencias de la computacion y
el Particionamiento como herramienta computacional es, fue y sera necesaria para

resolver problemas no so6lo en computacion.
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Capitulo 1. Preliminares

Agrupamiento informalmente tiene un uso técnico en distintos escenarios.
Generalmente agrupamiento en contexto coloquial, es comprendido y utilizado
para organizar objetos, formar “colecciones” o grupos siguiendo algun criterio con
un proposito, y el area de la computacion no es la excepcion. Entonces, el
concepto implicito de organizar tiene significado en el agrupamiento.

El sentido de organizar se sitia en el proceso de poner algo en orden, tal
que ese algo puede ser cualquier conjunto de objetos. Hasta este punto, 4
palabras toman importancia para acercarse al tema de agrupamiento: 1) conjunto,
2) orden = organizar y 3) grupos. Para propdsitos de este capitulo, conjunto, orden
y relacién de orden preceden de alguna manera al agrupamiento o bien forman

parte del proceso (incluyendo la tradicional busqueda en estructuras de datos).

1.1 Conjuntos

Un conjunto es una coleccion de elementos diferentes entre ellos, pero
poseen propiedades o caracteristicas comunes de tal modo que sea viable afirmar
si un elemento pertenece o no al conjunto sin importar el orden. También se
pueden establecer relaciones entre los objetos del conjunto o con los elementos
de otros conjuntos, lo que hace recordar al algebra de conjuntos, asi como la
igualdad, inclusién, conjunto vacio y universal, conjunto potencia y subconjuntos.

Un subconjunto significa que dado un conjunto C y una propiedad P de un
elemento genérico de C, los elementos de C que poseen esa propiedad forman un
nuevo conjunto S llamado subconjunto de C.

En la literatura de teoria de conjuntos, se encuentra a Cantor como aquel

que cred una nueva disciplina matematica entre 1874 y 1897: la teoria de
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conjuntos, donde se puede hallar toda una serie de teoremas, definiciones,
notaciones etcétera (Curry, 2010) .
Algunos de los conjuntos mas importantes que se consideran son los
siguientes:
N = {n: nesunnimeronatural} = {1,2,3,...}

Z = {n: nesunentero} = {..,—1,0,1,2,...};
Q = {r: r esunnumero racional} = {g:p,q € Zcongq # 0};

R = {x: x es un numero real};
C = {z: zesunnumero complejo}.
Podemos encontrar varias relaciones entre conjuntos y realizar operaciones
entre ellos. Un conjunto A es un subconjunto de B, denotado A € B 0B D A,
si todo elemento de A también es un elemento de B. Por ejemplo,
{4,5,8} c {2,3,4,5,6,7,8,9}

NcZcQcRcC

Trivialmente, todo conjunto es subconjunto de si mismo. Un conjunto B es
un subconjunto propio de un conjunto A si Bc Apero B # A. Si A no es un
subconjunto de B, escribimos A & B; por ejemplo, {4,7,9} ¢« {2,4,5,8,9}. Dos
conjuntos son iguales, escrito A = B, si contienen los mismos elementos. Esto es
equivalente A c By B c A.

Es necesario tener un conjunto sin elementos. Este conjunto se llama
conjunto vacio y se denota por @. Notése que el conjunto vacio es un subconjunto
de todo conjunto. Para construir conjuntos nuevos a partir de otros conjuntos, es

permitido realizar ciertas operaciones:

1 En 1903, B. Russell demostraria que la teoria de conjuntos de Cantor era inconsistente y
cuestionaria la definicibn de conjunto en la teoria de Cantor (Egner & Denonn, 1961).
Posteriormente, se tiene la teoria axioméatica de Zermelo, escrita en (Fraenkel et al., 1973). Por otra
parte, Von Newmann (Newmann, 1925) y otros sentaron las bases para la teoria de conjuntos

actual (Huertas & Manzano, 2002).
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La unién A U B de dos conjuntos A y B se define como
AUB ={x: x € Aox € B}
La interseccion de A y B se define como
ANB ={x:x € Ayx € B}.
SiA = {1,3,5}yB = {1,2,3,9}, entonces
AUB =1{1,2,3,59yAnB = {1,3}.
Podemos considerar la union y la interseccion de mas de dos conjuntos. En

este caso escribimos

A=A, U ..UA,

n
i=1

3

;=4 N..n A,
i=1
para la union e interseccion, respectivamente de los conjuntos Ai, ..., 4,.
También se pueden definir la unién y la interseccion de una coleccion infinita (o
arbitraria) de conjuntos. Si S = {4;: i € I}, entonces

US= UAi ={x: x € A; para algin 4; € S}

iel

ﬂSﬂAi ={x: x € A; paratodo 4; € S}
i€l

para la unién e interseccién, respectivamente, de los conjuntos en S
indexados por I.

Cuando dos conjuntos no tienen elementos en comun, se dice que son
disjuntos; por ejemplo, si P es el conjunto de los enteros pares e I es el conjunto
de los enteros impares, entonces P e [ son disjuntos. Dos conjuntos A y B son
disjuntos precisamente cuando ANB =0 .

En ocasiones se trabaja con un conjunto fijo U, llamado conjunto universal.
Para cualquier conjunto A c U.

Es util definir el complemento de A, denotado por A’, como el conjunto

formado por los elementos que no pertenecen a A.
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1.1.1 Conjuntos finitos e infinitos

En matematicas, un conjunto finito es un conjunto que tiene un numero
finito de elementos donde la cardinalidad o niumero de elementos es igual a un
namero natural.

Si un conjunto no es finito, entonces es infinito. Todo conjunto finito es un
conjunto numerable, puesto que sus elementos pueden contarse, pero la reciproca
es falsa: existen conjuntos numerables que no son finitos (N) e infinitos no
numerables (R).

A pesar de que este tema es muy conocido, en este volumen se pone
especial atencion a la diferencia entre la definicion de conjunto y el concepto de
grupo que posee distintos tipos de objetos con cardinalidad |A|. Las descripciones
en el agrupamiento precisan la distincién entre clase, conjunto y grupo (formado
por algoritmos). El concepto de clase toma un rol interesante en la clasificacion
(aprendizaje supervisado) y frecuentemente se continda su estudio después de los

conjuntos dado que una clase es un conjunto de conjuntos.

1.2 Clase

En teoria de conjuntos, l6gica de clases y sus aplicaciones en matematicas,
una clase es una familia de conjuntos o coleccion de conjuntos. También pueden
pertenecer a la clase objetos matematicos que no son necesariamente un
conjunto, es decir, si se trata de solo objetos o elementos, se asume que cada
objeto es un conjunto con un elemento.
Una clase a es un conjunto si es elemento de alguna otra clase, esto es, si existe
otra clase B tal que a € B. Es decir, en la teoria de conjuntos, se denomina de
manera informal «clase» a toda propiedad expresada por una formula de su
lenguaje, aun cuando pueda demostrarse que no existe un conjunto que contenga
todos los objetos con esa propiedad, de lo contrario es una clase propia. Ejemplos
de clases propias son la clase universal, la clase de la paradoja de Russell o la
clase de todos los ordinales (Huertas & Manzano, 2002). EIl concepto de clase
aparece al intentar «agrupar» todos los conjuntos (u objetos) que comparten una

cierta propiedad (Prisco, 1997).
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El orden, como un concepto subyacente en el agrupamiento es obligado no
solo en una visidbn semantica, sino porque es un proceso implicito en la tarea de
agrupar. De este modo, se describen dos temas inevitables: relaciones de orden y

orden algoritmico.

1.3 Orden en matematicas discretas

El orden aparece por todas partes, por lo menos, si de matematica y
computacion se trata. El primer orden que tipicamente se estudia en la matematica
es el orden < de los niumeros naturales. Esta idea es facilmente extendida a otros
conjuntos de numeros, tal como los enteros y reales (en los reales el concepto
intuitivo de orden se rompe). De hecho, la idea de ser mayor o menor que otro
namero es una de las percepciones basicas de los sistemas de numeracion en
general. Un ejemplo muy util es el orden lexicografico de las palabras en un
diccionario.

Los tipos de orden tienen una propiedad especial: cada elemento se puede
comparar con cualquier otro elemento, es decir es 0 mayor, 0 menor, o igual;
aungque esto no siempre es un requisito deseable, por ejemplo, el orden de los
subconjuntos de un conjunto. Si un conjunto contiene los elementos de otro
conjunto, entonces se puede decir que es mayor o igual, pero existen conjuntos
especiales en matematicas definidos en la teoria del orden. Estos conjuntos son
de importancia sustancial en problemas multiobjetivo donde se atienden al menos
dos funciones objetivo en compromiso. Si el problema en cuestion debe agrupar
distintos tipos de datos con mas de un objetivo, una de las estrategias para
expresar la solucion es utilizando la teoria del orden y formar un frente de Pareto,
que se alcanza por los diagramas de Hasse (Bernabe, 2010). La teoria del orden
es una rama de la matematica que estudia varias clases de relaciones binarias
gue capturan la nocion intuitiva del orden matematico. La teoria del orden en
problemas de optimizaciébn multiobjetivo es un tema que debe abordarse con
cuidado en otro volumen.

Sea A un conjunto dado no vacio y R una relacion binaria definida en A,

entonces se dice que R es una relaciéon de orden.
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1. Reflexiva: Todo elemento de A esta relacionado consigo mismo. Es decir,
Vx € A, xRx.

2. Antisimétrica: Si dos elementos de A se relacion entre si, entonces ellos
son iguales. Es decir, Vx,y € A,xRy,yRx = x = y.

3. Transitiva: Si un elemento de A esta relacionado con otro, y ese otro a su
vez se relaciona con un tercero entonces el primero estara relacionado con

este Ultimo. Es decir, Vx,y,z € A,xRy,yRz = xRz (Garcia, 2001).

1.3.1 Conjuntos parcialmente ordenados

Sea R una relacién binaria en un conjunto A. Si R satisface las propiedades
reflexiva, antisimétrica y transitiva se dice que R es una relacion de orden. En este
caso si a y b son elementos de A tales que aRb, entonces se denota por a < b.

Si se define a un orden como una relacion binaria especial, entonces se
considera algun conjunto P y una relacién binaria < en P. Asi, < es un orden
parcial si es reflexiva, antisimétrica, y transitiva, es decir, para todo a, b y c en P,
se tiene que

a < a (reflexividad)

sia < byb < centonces a < c (transitividad)

sia < byb < aentonces a = b (antisimetria).

Un conjunto con un orden parcial se llama conjunto parcialmente ordenado
o poset (del inglés partially ordered set). El término conjunto ordenado a veces se
utiliza para los posets, mientras se especifique que no se atribuye otro significado
a ninguna otra clase de orden. Comprobando esta propiedad, se ve
inmediatamente que el orden de los naturales, enteros, racionales y reales son
todos ordenes en el antedicho sentido. Sin embargo, tienen la propiedad adicional
de ser total, es decir, Va,b en X, a < b 0 b < a (totalidad). Este orden se llama
orden lineal o cadena.

Dentro de estos ordenes, hay conjuntos que pueden no ser comparables de
este modo porque cada uno puede contener algin elemento que no esté presente
en el otro (la inclusion de subconjuntos es un orden parcial, en comparacion con

los 6rdenes totales).
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En un animo por los amplios usos practicos de los 6rdenes, se pueden
definir numerosas clases especiales de conjuntos ordenados, algunas de las
cuales han llegado a ser campos matematicos por si mismos (Ver figura 1).

La teoria del orden no se restringe a las varias clases de relaciones de
orden, sino que también considera funciones apropiadas entre ellas. Un ejemplo
de una propiedad de orden tedrica viene del analisis donde encontramos con

frecuencia a las funciones monoétonas (Gierz et al., 2003) (Steven, 2008).

Figura 1

Teoria del orden

Teoria del orden

Relacion reflexiva
. Preordenado ) -
Parcialmente ordenado Relacion transitiva
. Orden total
Bien ordenado Relacion antisimétrica
Relacion total
Relacion bien fundada

1.4 El orden en los algoritmos

El término orden se estudia en al menos otras dos direcciones: a)
algoritmos de orden y b) relaciones de orden (visto en 1.3). En ambos, como en
los érdenes parciales y totales, subyace la idea de mantener una posicion-
sucesion de los objetos o situarlos bajo una regla, es decir, se trata de respetar
una regla o métrica entre los objetos. Informalmente, un concepto de algoritmo de
orden se centra en poner elementos de una lista o un vector en una secuencia
dada por una relacion de orden. Considerando que ordenar significa poner objetos

de una manera especifica basdndose en un criterio de colocacion o comparacion,
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en computacion el ordenamiento de datos tiene distintas formas de hacer el
proceso considerando la técnica o algoritmo utillizado y de acuerdo a
particularidades especificas del problema. Generalmente, en este orden
algoritmico se procesan listas de gran tamafio donde indirectamente también se
realizan las busquedas, por tanto, contar con una buena ordenacién en
combinacion con un algoritmo de busqueda se hace necesario, de tal manera que
encontrar la posicion de un valor dentro de una lista es importante. Esta afirmacion
es de valor conveniente en este apartado debido a que en todo agrupamiento se
buscan y ordenan los objetos a agrupar. En seguida se discute brevemente el

orden desde el enfoque algoritmico.

1.4.1 Algoritmo de ordenamiento

Un algoritmo de ordenamiento asigna elementos de una lista o un vector en
una secuencia. Mientras mas grande es el arreglo, mayor es el tiempo que se
ocupa en el procesamiento que generalmente responde a una relacion de orden,
es decir, el resultado de salida ha de ser una permutacién o reordenamiento de la
entrada que satisfaga la relacidbn de orden dada. Las relaciones de orden mas
usadas son el orden numérico y el orden lexicografico Los algoritmos de
ordenamiento indirecta o implicitamente deben satisfacer las busquedas, lo cual
complica la soluciébn de orden. Los algoritmos tradicionales de busqueda son
basqueda lineal, binaria por interpolacién y salto de busqueda. Estos algoritmos
tienen caracteristicas bien definidas y un costo, el cual se mide por el tiempo de
ejecucion.

A pesar de las bondades para la comprension del problema de
ordenamiento, este tema sigue siendo de interés desde los inicios de la

computacién, cuya investigacion se ha fijado desde el basico BubbleSort hasta los
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algoritmos de busqueda heuristica. Estos ultimos adolecen por el alto costo
computacional para grandes cantidades de datos 2.

En cuanto a la complejidad computacional del agrupamiento, este topico
merece un volumen separado porque son necesaria referencias muy puntuales,
pruebas algoritmicas con los célculos que indiquen el costo computacional, el
valor de la funcion objetivo, etc. En estas circunstancias, los métodos aproximados
metaheuristicos no pueden excluirse de la discusibn sobre complejidad
computacional, un tema extenso y apasionante.

Sin duda, los ordenamientos deben ser eficientes, incluso para optimizar su
uso con otros algoritmos que demandan listas ordenadas para una ejecucion
rapida. Los ordenamientos también son utiles para poner datos en forma candnica
y para generar resultados legibles por humanos.

Entre los algoritmos tradicionales de busqueda que comunmente resuelven

procesos implicitos en otros algoritmos (como lo es el agrupamiento), se

2 Se entiende en un sentido amplio que la complejidad computacional se encuentra en el
peor caso, caso promedio y en el mejor caso en términos de n, donde n que es el tamafio de la
lista o0 arreglo. El orden de una funcién utiliza la notacion 0(n) y el mejor comportamiento para
ordenar es O(n logn). Los algoritmos mas simples son cuadraticos 0(n?), mientras que los
algoritmos que aprovechan la estructura de las claves de ordenamiento pueden ordenar en 0(kn)
donde k es el tamafio del espacio de claves y dado que el tamafio es conocido a priori, estos
algoritmos tienen un desempefio lineal O(n) (Bose & Nelson,1962) (Martin, 1971). Algunos de los
algoritmos mas conocidos en estructuras de datos son: 1) Ordenamiento Burbuja (Bubblesort)
0(n2), 2) Ordenamiento por Selecciébn 0(n2), 3) Ordenamiento por Insercibn 0(n2), 4)
Ordenamiento Rapido (Quicksort) 0(n *log,(n)) (Ayala et al., 2019).

Por otro lado, los métodos de busqueda heuristica tienen otra manera de buscar,
generalmente aleatoria y disponen de alguna informacién sobre la proximidad de cada solucién a la
solucién objetivo. Esta situacion permite explorar en primer lugar los caminos mas prometedores.
Son caracteristicas de los métodos heuristicos 1) No garantizan que se encuentre una solucion,
aunque existan soluciones. 2) Si encuentran una solucién, no se asegura que ésta tenga las
mejores propiedades (que sea de longitud minima o de costo 6ptimo). 3) En algunas ocasiones

encontraran una solucién aceptablemente buena en un tiempo razonable.
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encuentran a busqueda lineal, binaria por interpolacion y jump. La complejidad se
puede medir contando comparaciones: a) Mejor caso: el elemento buscado esta
en el centro, por lo tanto, se hace una sola comparacion, b) Peor caso: el
elemento buscado esta en una esquina. Necesitando log,n cantidad de
comparaciones, c) Caso promedio: son log,(n/2), entonces, a velocidad de
ejecucion depende logaritmicamente del tamafio del arreglo (Knuth, 1998).

El pardmetro basico y fundamental en el ordenamiento para medir el costo
computacional, es el tiempo de ejecuciéon, entendido como la complejidad del
algoritmo que no tiene que ver con dificultad, sino con el rendimiento, esto es, se
debe saber enumerativamente las veces que el algoritmo procesa comparaciones.
Si en una lista de n términos realiza n comparaciones, la complejidad es de orden
O(n). Por ejemplo, complejidad constante es 0(1), complejidad cuadratica es
0(n?) y complejidad logaritmica es O(n log(n)), entre otros. En bibliografia
diversa, resaltan mdultiples algoritmos de ordenamiento con su asociada
complejidad computacional, pero elegir uno en particular no es una tarea facil, por
ello, 4 preguntas al menos deben plantearse: ¢Qué grado de orden tendra la
informacion que vas a manejar? ¢Qué cantidad de datos vas a manipular? ¢Qué
tipo de datos quieres ordenar? ¢ Qué tamanio tienen los registros de tu lista? (Bell,
1958).

Los algoritmos de ordenamiento se pueden clasificar de las siguientes
maneras:

1. Segun el lugar donde se realice la ordenacion:

e Algoritmos de ordenamiento interno: en la memoria del ordenador.
e Algoritmos de ordenamiento externo: en un lugar externo como un
disco duro.

2. Por el tiempo que tardan en realizar la ordenacién con entradas ya
ordenadas o inversamente ordenadas:

e Algoritmos de ordenacion natural (ocupa el tiempo minimo de
ejecucion cuando la entrada esta ordenada).
e Algoritmos de ordenacion no natural (tarda lo minimo cuando la

entrada se encuentra inversamente ordenada).
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3. Por estabilidad: un ordenamiento estable mantiene el orden relativo que
tenian originalmente los elementos con claves iguales. Cuando los elementos son
indistinguibles porque cada elemento se ordena por la clave completa, la
estabilidad no interesa. Los algoritmos de ordenamiento que no son estables se
pueden implementar para que si lo sean. Una manera de hacer esto es modificar
artificialmente la clave de ordenamiento de modo que la posicion original en la lista

participe del ordenamiento en caso de coincidencia.

1.5 El asunto discreto

Una lectura justa cuando el Particionamiento se elige para agrupar un
conjunto de datos, son las relaciones de equivalencia, situacion que permite contar
con bases tedricas en el momento de modelar un problema especifico que
requiera al Particionamiento clasico.

Por otra parte, el concepto de clasificacion suele ser confuso cuando se
presume analogia con el Particionamiento, pero en inteligencia artificial,
clasificacion es una técnica de aprendizaje supervisado y agrupamiento es no
supervisado. Aunque informalmente y dentro de la teoria de conjuntos, una
“clasificacion” corresponde a una particibn en un conjunto, entonces hay una
correspondencia biyectiva entre las particiones en un conjunto y las relaciones de

equivalencia en el mismo (Mufioz, 2002) (Oubifia, 1974) (Pinzon, 1975).

1.5.1 Relaciones de equivalencia

La igualdad es un concepto fundamental en matematicas, el cual se puede
generalizar por medio de las relaciones de equivalencia y las clases de
equivalencia.

El principio de relacion de equivalencia sobre un conjunto admite establecer
una relacion entre los elementos del conjunto que comparten cierta caracteristica
o propiedad. Esto permite reagrupar dichos elementos en clases de equivalencia,
es decir, “bloques” de elementos similares y facilita la construccion de nuevos

conjuntos afiadiendo o anexando (“agregando”), todos los elementos de una
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misma “clase” como un solo elemento que los representara y que define la nocion
de conjunto cociente 3.

Una relacion de equivalencia en un conjunto X es una relacion R c X x X tal
que (1):

(x,x) € R Vx € X (propiedad reflexiva);

(x,y) € Rimplica (y,x) € R (propiedad simétrica);

(x,y) y (y,z) € Rimplica (x,z) € R (propiedad transitiva).

Dada una relacion de equivalencia R en un conjunto X, se acostumbra a
escribir x~y, aunque (x,y) € R es una notacion valida, incluso se utiliza la

notacion =, =, o =.

1.5.2 Clases de equivalencia

En matematicas, cuando los elementos de algun conjunto discreto S tienen
una clara relacion de equivalencia definida en ellos, se puede dividir naturalmente
el conjunto S en clases de equivalencia. Estas clases de equivalencia se
construyen de modo que elementos ay b pertenecen a la misma clase de
equivalencia si y solo si son equivalentes.

Una relacion de equivalencia en un conjunto X también se le llama relacion
binaria ~ en X que satisface (1).

Con frecuencia, para sefialar las propiedades de relacion de equivalencia
se escribe a~a Va € X; a~b implica b~a Vab € X y si a~b yb~c, entonces
b~cVab,c € X.

8 Espacio cociente: Hace referencia a cierta estructura matematica que se deriva de otra
en la que se ha definido una relacién de equivalencia, es decir, si X es una estructura matematica
en el que se define unarelacion de equivalencia ~, entonces el espacio cociente X | ~ es la
estructura matematica inducida en el conjunto de clases de equivalencia con las operaciones entre
clases de equivalencia obtenidas de manera canoénica a partir de las correspondientes en X.
Conjunto cociente: Si A es un conjunto y ~ una relacion de equivalencia, entonces las clases de

equivalencia forman una particion del conjunto A. Las clases de equivalencia de la relacion

integran entre si un nuevo conjunto, denominado conjunto cociente y denotado X| ~
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Manteniendo esta notacion, decimos que la clase de equivalencia de un

elemento a se denota comunmente como [a] 0 [a]~ Yy se define como el
conjunto {x € X |a~x} de elementos que estan relacionados con el elemento
a por ~.

El conjunto de todas las clases de equivalencia en X, respecto a una
relacion de equivalencia R se denota como X | R y se llama X modulo R.

Ademas, laaplicacibn sobreyectiva x — [x] deXaX | R que hace
corresponder cada elemento a su clase de equivalencia, se llama sobreyeccion
canonica o aplicacién de proyeccion canonica.

Cuando se elige un elemento en cada clase de equivalencia, se define
una aplicacién inyectiva llamada seccién. Si esta seccion se denota por s, se tiene
que s([c]) = cpara cada clase de equivalenciac. El elementos([c]) se
llama representante de la clase c. Cualquier elemento de una clase se puede
elegir como representante de la clase, especificando la seccion de manera
apropiada.

Cada elemento x de X es un miembro de la clase de equivalencia [x] y
cada dos clases de equivalencia [x] e [y] son iguales o disjuntas. Por lo tanto, el
conjunto de todas las clases de equivalencia de X forma una particion de X : cada
elemento de X pertenece a una sola clase de equivalencia (Pinzén, 1975). Por el
contrario, cada particibn de X proviene de una relacion de equivalencia de esta
manera, segun la cual x ~ y si y solo si x e y pertenecen al mismo conjunto de la
particion (Lipschutz, 1970).

De las propiedades de una relacién de equivalencia se deduce que x ~ y Si
y solo si [x] = [y].

En otras palabras, si ~ es una relacion de equivalencia en un conjunto X,
y X e y son dos elementos de X, entonces estas declaraciones son equivalentes:

Puede demostrarse a partir de las propiedades de las relaciones de
equivalencia quelas clases de equivalencia forman una particion de X.
Adicionalmente, cuando el conjunto X tiene alguna estructura definida con

una operacion de grupo o en una topologia y la relacion de equivalencia ~ es
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compatible con esta estructura, el conjunto cociente a menudo hereda una
estructura similar a la de su conjunto origen.

De acuerdo a lo anterior, existe la posibilidad de proponer una operacion
bien definida para formar grupos a partir de un conjunto dado X, incluso cuando
una relacion de equivalencia ha sido definida sobre el conjunto X. Por ejemplo,
puede expresarse una métrica entre objetos que concedan asociarse
geométricamente a un elemento distinguido ubicado en el centro de cada
elemento de la particion. EI namero de “clases” puede ser a priori 0
eventualmente, a través de las clases de equivalencia, se puede determinar el
namero de clases (grupos). El centro que se discute aqui no puede ser centro de
gravedad porque estamos hablando de un espacio discreto, por tanto, el nombre
apropiado es centroide.

Evidentemente la combinatoria se inserta en este espacio con el numero de
Bell, llamado asi por Eric Temple Bell. EI nimero Bell es el numero
de particiones de un conjunto de n elementos, o0 equivalentemente, el nimero
de relaciones de equivalenciaen el mismo (Skiena,1990). Comenzando
con B, = B; = 1, los primeros numeros de Bell son B, =B; =1 Los primeros
nameros de Bell son 1, 1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140 21147, 115975 ... (Sloane,
2022).

La enésima de estas cifras, B,, cuenta la cantidad de formas diferentes de
dividir un conjunto que tiene exactamente n elementos, o equivalentemente, el

namero de relaciones de equivalencia.

1.6 Particién discreta

El concepto de particién esta ligado al de relaciébn de equivalencia: toda
relacion de equivalencia sobre un conjunto A define una particion de A, y viceversa
y cada elemento de la particiobn corresponde a una clase de equivalencia de la
relacion.

Recuérdese la definicion de particion: Se dice que una familia de
subconjuntos no vacios {A;,A4,,...,A,} €s una particion del conjunto A si se

satisfacen las siguientes afirmaciones:
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a) A;nA;j=0paratodoi #j.

b) A=A

Ahora, si esta definicibn se ajusta a un algoritmo, se construyen grupos
consistentes y claros, pero se presentan distintos problemas en las
implementaciones. En particular, cuando se quiere obtener una particion en K
clases de un conjunto con n objetos, se esta en presencia de un problema
combinatorio complejo. Por ejemplo, el nUmero de particiones de un conjunto con
60 elementos en 2 clases es aproximadamente 1018, y para 100 elementos en 5
clases anda por 1068. De hecho, se puede probar que el numero S(n,K) de
particiones diferentes de un conjunto de n individuos en K clases, cumple la

ecuacion de recurrencia S(n,K) = S(n — 1,K — 1) + kS(n — 1,K). Esto lleva a

que S(n, K) = — f_l(—l)K‘i (Il() (Trejos, 2009).

K!

1.7 El quehacer mateméatico y computacional de crear grupos a partir de un
conjunto

Un aspecto que no ha sido tratado en la literatura pero que es tacito e
incluso evidente, se puede enunciar en la aparente contradiccién de crear grupos
o clases por algun procedimiento en presencia de datos u objetos que se
encuentran en un conjunto A, tal escenario constituye una discusion muy nutrida
entre los investigadores del area. Tradicionalmente se tienen subconjuntos a partir
de Ay se opera con ellos de acuerdo al algebra de conjuntos.

Pero si se tiene un conjunto A y se quieren crear grupos, seria ingenuo
revisar la teoria de grupos del algebra abstracta/moderna y enunciar premisas
para formalizar que los grupos generados por algoritmos cumplen propiedades de
los grupos como estructuras algebraicas. Esto no es sensato Yy
computacionalmente no es posible porque los grupos que se forman satisfacen
ciertas condiciones muy claras, por ejemplo, de particion discreta o de clase en
caso de clasificacion supervisada.

La teoria de grupos ocupa una posicion importante en matematicas ademas

de que los grupos tienen gran utilidad el area de teoria de cddigos, conteo,
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biologia, quimica, y la fisica entre otras, pero esta teoria es independiente y ajena
al agrupamiento en ciencias de la computacion. Por ejemplo, teniendo un
subconjunto finito de los naturales bajo la suma y producto tradicionales no se
puede crear un sistema algebraico que tenga la estructura de grupos.

El vocablo agrupar es propio de las ciencias de la computacion cuando se
desea formar conglomerados (grupos o clusters) respetando reglas dentro de un
proceso algoritmico. Bajo las técnicas de agrupamiento conocidas o creadas por el
programador, para los grupos que se forman dado un conjunto A, ha de definirse
una operaciéon especial de disimilitud o similitud para construir k grupos, donde k
puede ser dado apriori 0 no y cada grupo tiene un centro. En resumen, situandose
en la importancia de una operacion para la formacién de grupos, se establecen las
siguientes consideraciones:

1) La necesidad de una métrica definida entre todos los elementos del
conjunto A tal que los objetos estén relacionados con esta métrica. La medida
generalmente es de distancia en R™, y significa que cada objeto del conjunto
original A tiene una clara componente espacial. Por tanto, si A es el conjunto de
datos y de ese conjunto se van a procesar los datos para formar “subconjuntos”
con el propésito de agrupar, entonces se debe formular una operacion especial.
Especificamente, si tal operacion es una métrica, por ejemplo de disimilitud, de
este modo no se generan subconjuntos, se crean grupos bien separados entre si,
con un centroide o representante de grupo y con cohesion interna respecto a la
métrica.

2) El procesamiento de los datos u objetos del conjunto A4, que se ha
dotado de una operacion binaria con las caracteristicas de una métrica, digamos
de distancia minima, induce a un orden entre los objetos. Para el caso de R? se
puede observar directamente en el plano que los objetos de cada grupo se
encuentran “alrededor” de su centro, denominado aqui como elemento distinguido
y Unico (centroide). La ubicacién de cada objeto en los grupos construidos es
importante tan solo por su posicién, y al estar agrupados, se concluye que se
encuentran ordenados por al menos una métrica, la cual puede ser la distancia de

cada objeto a su centro del grupo. Es facil notar que este orden no es el usual, sin
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embargo, pueden ordenarse de manera decreciente con respecto a la métrica que
provee un numero real del calculo de la distancia de todos los objetos hacia el
centro en cada grupo. En la practica, estas distancias se almacenan en una matriz
simétrica.

De 1) y 2), se confirma que si se desean crear subconjuntos de un conjunto
A, entonces no se construyen subconjuntos en un sentido estricto porque son
grupos los que se forman. Notese que en estos grupos se viola la propiedad de
gue en los conjuntos no importa el orden de los objetos.

Por otra parte, no es correcta una analogia entre cerradura, existencia del
inverso y operacion binaria de la teoria de grupos con las caracteristicas de
grupos descritas en 1) y 2). En realidad, los grupos son “subconjuntos” que
poseen las propiedades 1y 2 entre otras.
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Capitulo 2. Introduccién al Particionamiento

2.1 Agrupamiento

La gran cantidad de datos que se generan constantemente requieren de
procedimientos y herramientas cada vez mas exactas y potentes para su analisis.

La inteligencia artificial IA, tiene distintos alcances, sin embargo, uno de los
objetivos es el tratamiento y analisis de datos, por tanto, es usual caracterizar los
datos de forma simplificada para un analisis en un espacio de dimension reducida
con el fin de observar los datos con mayor claridad y orden. Por ejemplo, asimase
que es necesario conocer el subconjunto de indices bursétiles internacionales mas
relevantes, entonces se busca identificar la dinamica de un cierto producto o
mercado emergente.

Sin importar el problema, el conflicto no es disponer de datos, los hay en
gran abundancia; el desafio es extraer informacion detrds de los datos, otorgarles
un significado y establecer conclusiones. Tal proceso, que se ha descrito
informalmente se le conoce como mineria de datos (Data Minning) 4, que no debe

confundirse con Big Data, a pesar de poseen quehaceres en interseccion °.

4 Data Mining se define como el analisis de datos para encontrar relaciones inadvertidas
para descubrir patrones que sean capaces de resumir las grandes cantidades de datos en otras
estructuras o formas comprensibles y Utiles. La entrada se da normalmente en una tabla y la salida
puede tener reglas, estructuras de arbol, gréficos, etc. (Han & Kamber, 2006).

5 Big Data (macrodatos o inteligencia de datos) es un término empleado en las tecnologias
de la informacion/comunicacion donde se dispone de un conjunto de datos grande y complejo que
debe ser tratado con herramientas y aplicaciones no tradicionales de procesamiento y que utilizan
procedimientos sofisticados y de software especializado. Las principales caracteristicas del Big
Data son: a) Volumen, Variabilidad, Visibilidad, Velocidad, Veracidad y Valor. (Mayer-Schonberger
& Cukier, 2013).

29



Dentro de los principales retos en el procesamiento de datos destaca el
ejercicio de integrarlos cuando proceden de distintas fuentes, posteriormente,
ajustarlos en la variabilidad de enfoques que el problema exige con la intencién es
extraer informacion méas valiosa. Asi como en la praxis de las ciencias
experimentales es importante el uso de instrumental adecuado con unidades
correctas, para cualquier tarea de procesamiento de datos el mecanismo de
andlisis es casi el mismo, y en la analogia con la instrumentacion, destaca el uso
de métricas que deben ser revisadas para adaptarlas en la integracion de los
datos y al tipo de datos que se esta tratando con el fin de asociarlos.

Algunas veces es ambiguo distinguir las disciplinas subyacentes que cubren
a las técnicas de analisis de datos. Se asume que este conflicto responde a la
interseccion de distintos topicos. No obstante, la mineria de datos puede
considerarse como el campo amplio de investigacion que contiene a multiples
areas, por ejemplo, bases de datos, inteligencia artificial, aprendizaje de maquina,
estadistica, etc.

Dentro de los algoritmos comunes de estas disciplinas, el agrupamiento se
destaca por la gran utilidad y éxito demostrado en segmentacion de mercado,

disefio territorial, localizacion, ingenieria, medicina y ciencias sociales entre otras.

2.1.1 Algoritmo de agrupamiento

Atender un problema que exige agrupamiento, implica desafios, entre ellos,
explorar la literatura para hallar distintos métodos candidatos y eventualmente,
elegir uno o varios para ajustarlos al problema, lo que implica en muchas
ocasiones construir un método propio. El algoritmo mas apropiado para un
problema particular frecuentemente necesita ser elegido experimentalmente,
siempre gue no exista una razon matematica para optar por un modelo de grupo
gue se ajuste convenientemente. Se deberia tener en cuenta que un algoritmo que
esta disefiado para determinado modelo no tiene ninguna posibilidad de obtener
buenos resultados en un conjunto de datos con un modelo diferente.

Una serie de pasos en el proceso de agrupamiento que mantiene

determinado éxito en los resultados, pueden ser los siguientes:
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a) Criterio de agrupamiento: Este depende de la interpretacion sensata por
parte del experto, el tipo de agrupaciones que se utilice estara en funcion de la
base del conjunto de datos, que consiste en una funcién costo o un conjunto de
reglas.

b) Algoritmo de agrupamiento: Después de haber adoptado una medida de
proximidad y un criterio de agrupamiento, este paso se refiere a la eleccién de un
esquema algoritmico especifico que describa la estructura de la agrupacion del
conjunto de datos.

c¢) Validacion de los resultados: Una vez que se han obtenido los resultados
del algoritmo de agrupamiento, tenemos que verificar si estos son correctos
mediante la realizacion de pruebas.

d) Interpretacion de los resultados: En muchos casos, los expertos en el
campo de aplicacion deben comparar los resultados obtenidos con otros
experimentos y analizarlos con el fin de sacar las conclusiones correctas. Pero la
experiencia dicta que independientemente del algoritmo de agrupamiento elegido,
se ha puesto énfasis en la necesidad de contar con al menos dos fases en el
proceso: inicializacion y construccion 6.

En retrospectiva, el agrupamiento parece tener un caudal en el andlisis de
grupo, originado en antropologia por Driver y Kroeber en 1932 e introducido a
psicologia por Zubin en 1938 y Robert Tryon en 1939, que también fue utilizado
por Cattell al principio de 1943 para clasificacién de la personalidad psicolégica
basada en teoria de rasgos (Bailey, 1994) (Tryon, 1939) (Cattell, 1943).

El primer uso del término moderno data clustering (agrupamiento de datos)
se remonta a 1954 (Anil, 2012) (Jain, 2010).

Desde 1963 se han publicado diversos libros clasicos sobre agrupamiento.
A partir de ahi, crecid el interés en esta linea y se desarrollaron miles de
algoritmos nuevos y especificos. Interés especial se ha tenido en expresar las

restricciones del agrupamiento en un modelo, generalmente de optimizacién, lo

6 Se conoce como método efectivo o algoritmo, al procedimiento para encontrar la solucion
a un problema mediante la reduccion del mismo a un conjunto de reglas.
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cual ha dado lugar a analizar el caracter combinatorio cuando de agrupamiento
por particiones se trata. Esta dinamica implicO que se propusieron métodos y
algoritmos para reducir la complejidad computacional estimada.

Algunos investigadores se han concentrado mas en resolver un
determinado algoritmo de agrupamiento y pocas veces se detienen en
conceptualizar al grupo en esta area.

La idea de un grupo de datos similares resulta incompleta y subjetiva
porque la definicién de similitud es parte del especifico problema de agrupamiento
a resolver. No lo es asi para el problema general de agrupamiento, por tanto, la
conjetura en este punto es que este es el principal motivo de que existan miles de
algoritmos de agrupamiento (Estivill-Castro, 2002).

Aun asi, los investigadores usan y formulan diferentes modelos de grupo
dando lugar a algoritmos distintos para cada modelo.

La idea de un grupo, cuando es encontrado por algoritmos diferentes, varia
significativamente en sus propiedades. Entender estos "modelos de grupo” en el
agrupamiento es clave para asimilar las diferencias entre los algoritmos.

Generalmente, los modelos de grupo incluyen: a) Conectividad: El
agrupamiento jerarquico representa la conectividad debido a que construye
agrupaciones basadas en la distancia de las conexiones. En el jerarquico, los
objetos que pertenecen a un grupo hijo también pertenecen al grupo padre, b)
Centroide: Los algoritmos particionales exigen para la construccion de grupos que
los centroides se generen aleatoriamente. Por ejemplo, en K-means se representa
a cada grupo por un solo vector medio. Estos algoritmos basados en centros
asocian a través de una métrica y de forma iterativa un punto de un grupo mas
cercano o similar al centro de su grupo que al centro de cualquier otro grupo. La
categoria conocida como “basados en la separacion entre grupos” reclama que los
miembros de cada grupo sean mas cercanos o similares a cualquier punto del
grupo que a cualquier punto perteneciente a otro grupo, c) Distribucion: En estos
algoritmos, los grupos son modelados utilizando distribuciones estadisticas, d)
Densidad: Un grupo es una de region densa donde concentra a diversos datos.

Los puntos agrupados en ese grupo comparten una propiedad comdn y que
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generalmente es especificada por una distancia. Se considera que el algoritmo
representativo de esta categoria es Density-Based Methods DBSCAN, e)
Subespacios: Este esquema es exigido en Bi-agrupamiento (conocido como Co-
clustering o Two-mode-clustering). Se dice que un tipo de este agrupamiento es el
conocido como agrupamiento con solapamiento o alternativo, que contrario al
agrupamiento duro, los objetos pueden pertenecer a mas de un grupo. En general,
aquellos llamados de subespacios son algoritmos que dentro de un Unico sub-
espacio definido, los grupos pueden o deben solaparse, f) Grafos: Partiendo de un
conjunto de datos a agrupar, se utiliza la teoria de grafos para crear un
subconjunto de nodos en un grafo tal que cada dos nodos en el subconjunto estan
conectados por una arista, entonces se puede considerar como un grupo.
Generalmente cuando de grafos se habla para formar grupos, la adyacencia es
una estrategia para determinar la conexion de un objeto hacia otro, g) Contiguidad:
Un algoritmo estd basado en contiglidad cuando un punto del grupo es mas
cercano o similar a un punto o a mas puntos de ese grupo que a cualquier otro
punto. Este concepto se encuentra muy relacionado con el agrupamiento por
grafos donde los vértices representan el objeto o dato a agrupar y cuyas aristas
representan la adyacencia o contiguidad.

Los agrupamientos pueden ser sefialarse como duro si cada objeto
pertenece a un grupo o0 no y es suave o difuso cuando cada objeto pertenece a
cada grupo segun un grado de pertenencia a través de una probabilidad.

Existen otras distinciones de agrupamientos, por ejemplo, los que trabajan
con particion estricta, que significa que cada objeto pertenece a exactamente un
grupo. Una variante de particion estricta son aquellos con ruido, los cuales pueden
no pertenecer a ningun grupo ya sea por ruido o anomalias.

Los algoritmos de agrupamiento son categorizados de varias maneras, por
ejemplo, por modelo de grupo, eficiencia computacional o velocidad de computo,
eficacia en el problema especifico etcétera. De hecho, suelen proponerse
diferentes tipos de grupos aun bajo la premisa de que la definicion de grupo no
existe al menos en un acuerdo unanime dentro de la comunidad cientifica y cuya

discusiéon ha llevado al analisis de los grupos obtenidos y dictaminar si son
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realmente satisfactorios o no. En este espacio, se considera para algunos autores
gue analisis de grupos es en realidad mas un arte que una ciencia (Von-Luxburg
et al., 2012).

En este texto, solo se establecen las bases principales para algoritmos
jerarquicos y atenciéon especial a los algoritmos por particiones, con esmero en
Particionamiento por medoides. Escribir todos los algoritmos de agrupamiento es
un reto practicamente imposible ya que son cientos de propuestas, tanto en
articulos publicados de esta area como de referencias bibliograficas. Aparte, no
todos los algoritmos proporcionan “modelos” para sus grupos, pero si es muy
acostumbrado hallar patrones en los grupos.

A pesar de contar con mucha literatura y articulos que proporcionan
principios para los modelos de agrupamiento y sus correspondientes algoritmos,
no es sencillo ramificarlos cuando se habla de diversidad de problemas reales, es
decir, existe una gran cantidad de problemas que requieren un agrupamiento
propio y por tanto no existe un algoritmo "correcto, exacto o general" (Estivill-
Castro, 2002).

El tema de agrupamiento sigue generando mas algoritmos con sus propias
caracteristicas, incluso cuando se discute sobre la gran variedad de algoritmos
gue contrastan sobre la idea conceptual de grupo y en la manera de encontrarlos
eficientemente, entre otros aspectos. El agrupamiento entonces no es un
guehacer con solucidon directa y menos lineal, es un proceso iterativo y/o
interactivo que incluye la tarea de prueba conocida como ensayo/error. Por
ejemplo, en la tarea iterativa, es comudn ejecutar un algoritmo de agrupamiento y

registrar los resultados para ajustar los parametros.

2.2 Cluster

Importancia adecuada se otorga a la discusién sobre una definicién formal o
unica de “cluster”. En el area, la mayoria de los investigadores coinciden en que
no es viable porque cada interpretacion dependera de la aplicacion; aun asi,

agrupamiento (clustering) como método, si tiene una descripcion dirigida no solo la
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formulacion, también a los algoritmos de agrupamiento asociados, por tanto, el
meétodo de agrupamiento se debe adaptar o ampliar al problema que se aborda.

Por ejemplo, piénsese en algo coloquial como el proceso de agrupar
individuos en una poblacion donde se persigue descubrir la forma en que estos se
relacionan y también se busca conocer el modo en que los individuos se reunen
dentro de un mismo grupo, tal que sean mas similares entre si que con los
individuos que pertenecen a otra poblacién. Esta cuestion es muy comun en
distintos problemas e induce a dar una definicion muy popular y util en la
comunidad de analisis de datos, la cual es recogida y consecuente de la definicion
de particion discreta que puede ser extendida en un modelo y permite llegar al
agrupamiento tanto en sus variantes de modelacion como en los algoritmos
correspondientes.

Definicion. Dado un conjunto de datos representado por X = [xq, x5, ..., Xy],
se define una m—agrupacién de X o una particion de X en m “conjuntos”, clusteres
o grupos Cy, Cy, ..., C,, de modo que se cumplan las siguientes condiciones:

e Ci#®d,i=1,..,m
e ULGi=X
e NC=d,i#jij=1..,m 1)

El conjunto de vectores que contiene C; son “mas similares” entre si y
“menos similares” a las caracteristicas de los vectores del otro cluster C;. La
cuantificacion de los términos similar-diferente dependera de los tipos de
agrupamientos base de la estructura de X.

Segun lo anterior, cada objeto es asignado a un unico grupo (“clase”), este
es el caso de un cluster de tipo duro (Hard Clustering) (Vicente et al., 2005). El
termino clase dentro de agrupamiento es muy frecuente e incluso es
“parcialmente” valido, algunos investigadores lo usan indistintamente, pero no en

este texto donde se pone acento en la diferencia entre clase y grupo (clase es un
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concepto cuidado en aprendizaje supervisado y grupo en la teoria de

agrupamiento) .

2.3 Proceso para el Agrupamiento

Los métodos de agrupamiento necesitan una medida o criterio para
asegurar que los objetos que formen un grupo sean similes entre ellos y a la vez
distantes a los objetos de los otros grupos (ver subseccién 1.7). Por ejemplo, las
medidas de proximidad son la cuantificacion de los términos similar o diferente y
sirve para saber cuanto se asemejan o difieren dos objetos. El propoésito es
garantizar que todas las caracteristicas seleccionadas contribuyen por igual al
calculo de la medida de proximidad y no hay caracteristicas que predominen sobre
otras. En el agrupamiento de individuos u objetos, la proximidad habitualmente
viene expresada en términos de distancias y para el andlisis de claster por
variables se recurre a medidas del tipo coeficiente de correlacion.

Como puede observarse, la praxis del estudio de los métodos de
agrupamiento pone al investigador en un exhaustivo trabajo que se suma a la
tarea de resolver al menos los siguientes aspectos: (i) la ambigiedad de las
formulaciones; (ii) la seleccién de criterios en el modelo y (iii) los algoritmos
efectivos.

Respecto al punto (ii), los métodos de agrupamiento se pueden abordar
como un problema de optimizacion. Esto es, considerando que el objetivo del
agrupamiento es reunir objetos similes bajo una medida dada y ademas mantener
disimilaridad con respecto a los objetos de otros grupos, entonces se expresa
como funcion objetivo a la medida o métrica cuando solo un criterio se optimiza.
En el agrupamiento, el calculo de la medida entre los objetos puede ser
consecuente con la funcién objetivo o bien asociarse a ella. Respecto a las

restricciones, estas suelen establecerse de acuerdo al modelo entero-binario

7 Cada punto u objeto puede pertenecer a todos los cllsteres hasta cierto grado y se le
conoce como fuzzy clustering con funciones de pertenencia parcial o total de los objetos hacia las

clases (Vicente et al., 2005).
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desde el enfoque de investigacion de operaciones o bien representar tales
restricciones en un modelo combinatorio. Al referirse a la medida de similaridad,
se define normalmente por proximidad en un espacio multidimensional.

En el caso de “clasificacion por particiones” (Particionamiento), la funcion de
costo consiste en la minimizacion de una medida que generalmente es la distancia
entre el centro de cada grupo y los objetos que le pertenecen (con una medida
definida de cercania). Dentro de las medidas de similaridad, se encuentran
medidas para variables numéricas, binarias, nominales, ordinales, escalares no
lineales y mixtas. Si las variables son numéricas lineales, una de las distancias
mas conocidas y a la vez util en el Particionamiento es la distancia euclidiana que
ademas satisface las propiedades de una métrica 8. Para las restricciones, es
correcto tomar la definicion clasica de particion de la matematica discreta y con
ello se persigue imponer una estructura a los clusters °. Previo al proceso de
Particionamiento, la organizaciéon de los datos mas razonable y conveniente
consiste en calcular la distancia entre todos los objetos y almacenar los célculos
en una matriz. Tanto la matriz de distancias como el nimero grupos son los
pardmetros de entrada al algoritmo.

La distancia euclidea no es mas que la generalizacién a n dimensiones del
teorema de Pitagoras. Si las distancias en si no son importantes sino sélo su
comparacion, a menudo se utiliza la distancia euclidea cuadrada, es decir, sin la
raiz cuadrada, pues la comparacion entre distancias euclideas cuadradas da los
mismos resultados que entre las distancias euclideas y puede resultar mucho mas
rapida de calcular ya que la raiz cuadrada es una operacion computacionalmente
costosa.

En general, teniendo un conjunto de entidades u objetos o datos, el

agrupamiento llamado también analisis de conglomerados afronta el problema

8 d(A,B) =0, 2) d(4,B) = d(B,A): simétrica, 3) d(4,4) =0, 4) d(4,B) < d(4,C) +d(C,B)
desigualdad triangular (Minkowski, 1953), 5) Si d(4, B) = 0, entonces A = B.

° Definicion de Particion Sea Py = {C,, ..., C;,} una particion de O en M clusters. Esto es (; #

@vj; GG =0 Vi,j=*i; UL, C =0.
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general de encontrar “subconjuntos” especiales llamados grupos, es decir, las
técnicas de agrupamiento se utilizan para dividir un conjunto de datos en grupos
con caracteristicas homogéneas pero bien separados manteniendo cohesién
interna. La homogeneidad significa que las entidades en el mismo clister deben

ser similares (Hartigan, 1975).

2.4 Taxonomia del Agrupamiento

Previo a la descripcion de los tipos de agrupamiento, es preciso decir que el
problema del agrupamiento se observa tanto desde la perspectiva de la estadistica
paramétrica como de la no paramétrica. En la literatura es normal encontrar
ambos enfoques (Roberts, 1997). Estos dos paradigmas de la estadistica tienen
caracteristicas bien diferenciadas. En la estadistica paramétrica, dada una variable
aleatoria X, se asume gue esta se encuentra caracterizada por una distribucion
que depende de un numero finito de parametros X = Fy., Siendo 6 un espacio de
pardmetros de dimension finita. La ventaja de este paradigma permite que si el
modelo esta bien especificado, las tasas de convergencia de los estimadores son
mas rapidas, y por tanto se necesita una cantidad menor de datos en las tareas de
inferencia. Por otro lado, en muchos casos pueden alcanzarse resultados respecto
a la optimalidad del procedimiento estadistico empleado, por ejemplo, en
problemas de bondad de ajuste con el lema de Neyman Pearson. El problema con
estos modelos es su poca flexibilidad para modelar algunas relaciones complejas
entre los datos.

La estadistica no paramétrica no asume restricciones fuertes acerca del
mecanismo generador de los datos ya que se restringen a la continuidad o al
caracter Lipchitziano la variable aleatoria (Tsybakov, 2009) 1°. Este paradigma

posibilita ajustar modelos altamente flexibles, pero a pesar de esta ventaja, las

10 En matematica, una funcién f: M — N entre espacios métricos (M,d,) y (N,dy) se dice
que es lipschitziana (o se dice que satisface una condicion de Lipschitz o que es Lipschitz

continua) si existe una constante K > 0 tal que dy(f(x), f()) < Kdy(x,y),Vx,y € M
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tasas de convergencia son muy lentas, siendo necesaria en muchos casos, una
gran cantidad de datos para mantener la significancia estadistica, como ocurre de
manera especialmente notable en los espacios de alta dimension, donde dichas
técnicas no son adecuadas. En estos casos, se deben combinar con técnicas de
reduccion de la dimension o seleccion de variables. La seleccion de variables es
importante en Aprendizaje Automatico, Mineria de Datos, etc., debido a que en
muchos problemas se procesan los datos en forma de vectores
multidimensionales representados por variables, aunque no siempre todas las
variables contribuyen a la clasificacion o analisis de los datos (variables
irrelevantes y/o redundantes). En “clasificacidn” no supervisada, los métodos de
seleccion de variables han sido menos estudiados que los métodos para
clasificacion supervisada dado que generalmente las “clases” no estan disponibles
durante los procesos de clasificacion y/o seleccion. En ambos casos, es necesario
aplicar métodos de seleccion variables en el contexto del agrupamiento porque las
variables irrelevantes o redundantes pueden afectar drasticamente el resultado de
los algoritmos de agrupamiento.

Existen otras publicaciones donde se han intentado agrupar todos los
algoritmos de agrupamiento (Xu & Wunsch, 2005) (Firdaus & Uddin, 2015). Por
otra parte, Friedman identifica 3 categorias: 1) Algoritmos combinatorios: Se
consideran los datos observados sin reparar explicitamente en la distribucion de
probabilidad subyacente. 2) Modelos de mixtura: Consideran que la muestra se
encuentra formada por datos independientes e idénticamente distribuidos de una
poblacion descrita por una funcion de densidad de probabilidad. La funcion esta
caracterizada por un modelo paramétrico compuesto por una mixtura de funciones
de densidad, tal que cada funcién de densidad es el mecanismo generador de
cada grupo. 3) Buscadores de modas: Desde una perspectiva de la estadistica no
paramétrica, se intentan identificar las distintas modas que se encuentran en el
conjunto de datos. De esta forma, se establece una regla que asigna a que grupo
pertenece cada dato en base a la cercana a las distintas modas (Friedman et al.,
2001) (Varela, 2018) (Firdaus & Uddin, 2015) (Xu & Wunsch, 2005).
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En general, los métodos de andlisis de conglomerados mas estudiados y
utilizados se bifurcan en 2 categorias: 1) agrupamiento jerarquico (llamado
también andlisis de grupos puntuales y 2) agrupamiento no jerarquico

(agrupamiento particional).

2.4.1 Métodos Jerarquicos

El agrupamiento jerarquico proporciona una jerarquia de “clases” que se
componen conjuntamente de grupos disjuntos o incluidos uno en el otro *. Los
algoritmos jerarquicos se denominan asi porgue establecen una jerarquia entre los
agrupamientos, es decir generan una sucesion de particiones donde cada
particion se obtiene uniendo o dividiendo agrupamientos. Finalmente se elige la
mejor particion de la jerarquia de particiones alcanzada, la cual depende del
problema (se usa en este caso grupo o particion indistintamente) 2. Usualmente
los agrupamientos que se forman por métodos jerarquicos emplean una
representacion en estructura de arbol llamada dendrograma y que revela los
resultados graficamente (Hansen et al., 1989). Por otra parte, los métodos de

agrupacion jerarquica utilizan implicitamente una funcion objetivo local, a

11 Clase. En teoria de conjuntos, l6gica de clases y sus aplicaciones en matematicas, una
clase es una familia de conjuntos o coleccién de conjuntos (u otros objetos matematicos) que no
necesariamente es un conjunto. El concepto de clase aparece al intentar «agrupar» todos los
conjuntos (u objetos) que comparten una cierta propiedad. En la teoria de conjuntos de Zermelo-
Fraenkel, se denomina de manera informal «clase» a toda propiedad expresada por una férmula
de su lenguaje, aun cuando pueda demostrarse que no existe un conjunto que contenga todos los
objetos con esa propiedad, en cuyo caso se denomina una clase propia. Existen otras teorias,
como la teoria de conjuntos de Von Neumann-Bernays-Gddel (NBG), en las que las clases son
objetos y puede establecerse una distincion entre ambos tipos de «colecciones de objetos».
(Holmes, 2012).

12 Es importante considerar si las variables han de estandarizarse para que tengan media 0
y desviacion estandar 1 antes de calcular la similitud entre observaciones para que cada variable
adquiera una importancia equivalente en el clustering jerarquico, sobre todo si las escalas de
medida son distintas. Aplicar o no el escalado de variables puede depender del problema en

cuestion.
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excepcion del algoritmo de enlace Unico que maximiza la division de todas las
particiones obtenidas (Johnson, 1967).

Dentro de los algoritmos jerarquicos se distinguen dos tipos: aglomerativos o
divisivos. En el primer caso, estan basados en distancias y parten de una
agrupacion inicial en la que cada grupo contiene una sola entidad; en cada
iteracion se realizan sucesivas fusiones de pares de clusteres cercanos hasta que
todas las entidades estén en el mismo cluster o se cumpla un criterio de parada.
En otras palabras, en los algoritmos aglomerativos la particion inicial considera a
cada objeto como un agrupamiento, posteriormente y de manera iterativa se van
uniendo los agrupamientos mas similares y se finaliza cuando todos los objetos
forman un Unico agrupamiento. Ejemplos de estos algoritmos son: Single Linkage
y Complete linkage (Kaufman & Rousseeuw 2005). La principal ventaja de los
algoritmos aglomerativos es su rapidez mientras que los algoritmos divisivos,
tienen la ventaja de que parten del conjunto total de datos, asimismo, el proceso
de division no tiene por qué seguir hasta que cada elemento forme un Unico
agrupamiento. Una dificultad en estos algoritmos es que suelen ser muy lentos
porque inicialmente trabajan con mas objetos, lo cual hace que los algoritmos
jerarquicos mas utilizados sean los aglomerativos. Una excelente revisién de los
algoritmos de agrupamiento jerarquicos puede encontrarse en (Gordon, 1987)
(Hastie et al., 2009).

En los algoritmos divisivos, se construye una agrupacion inicial con todas
las entidades u objetos en el mismo clUster tal que para cada iteracion dividen por
bi-agrupaciones sucesivas al cluster hasta que todas las entidades estén aisladas,
una en cada grupo o incluso una condicion de paro, es decir la particion inicial
considera que todos los objetos forman un Unico agrupamiento y después se van
dividiendo los agrupamientos en dos. El proceso puede seguir hasta que cada
objeto conforme un Unico agrupamiento (Kaufman & Rousseeuw, 2005).

Es claro entonces que los algoritmos jerarquicos con sus propiedades no
ofrecen particiones Optimas aun después de varias aglomeraciones o divisiones.
El método de Ward de varianza minima es un caso especial de agrupamiento

jerarquico aglomerativo con enfoque de optimizacion y utiliza un procedimiento
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general, el cual exige en cada paso un criterio para la eleccion del par de clusters
a fusionar. El criterio obedece al valor 6ptimo de una funcidn objetivo, y en este
caso es el error de la suma de los cuadrados o varianza. Esta funcion objetivo
podria ser "cualquier funcién que responda al problema a tratar" (muchos de los
procedimientos estandares de agrupamiento estan contenidos dentro de esta
clase general) (Ward, 1963).

El costo computacional del agrupamiento jerarquico aglomerativo es
O(N?1logN), donde N es el nimero de entidades consideradas (Muliner, 2013).
Por otro lado, el agrupamiento jerarquico divisivo tiene un costo mayor.
Supongase que la dimensién del espacio de las entidades a clasificar es m, el
costo seria O(N™*1log N) (Xu, 2005).

2.4.2 Métodos no jerarquicos

A diferencia de los jerarquicos, los métodos particionales o no jerarquicos,
asumen que dado el numero de clisteres se encontrard ese niumero de grupos
optimizando exacta o aproximadamente una funcién objetivo. Un algoritmo
particional divide un conjunto de datos en una Unica particibn, mientras que un
algoritmo jerarquico divide un conjunto de datos en una secuencia de particiones
anidadas, es decir, realiza varios niveles de agrupamientos y se usa cuando los
datos de entrada son de gran dimension.

Habitualmente se denomina algoritmos particionales a aquellos en los que
se agrupan patrones homogéneos a partir de una divisién inicial de los datos que
se refina, comunmente de forma iterativa. La diferencia entre un algoritmo
particional y otro reside en la medida o métrica utilizada para cuantificar el
agrupamiento (junto con de la funcién de actualizacién de la division o particiéon).
Es decir, en los algoritmos de Particionamiento el conjunto de datos es
particionado en un numero pre-especificado de grupos o conglomerados k, y
luego iterativamente, se van reasignando las observaciones a los conglomerados
hasta que algun criterio de parada se satisface (funcion a optimizar). Esto significa
gue la funcion criterio empleada estara orientada a la busqueda aproximada de la

mejor particion mediante la exploracion de forma iterativa del conjunto de datos.
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Debido a que estos algoritmos optimizan un criterio predefinido o una
funcién objetivo dado un conjunto de datos, los algoritmos por particiones asumen
un conocimiento a priori del nimero de k de clusteres en que debe ser dividido, de
tal modo que se alcanza una sola particion formada por grupos (elementos de la
particion).

El problema en torno a la implementacion de los algoritmos particionales se
centra en las siguientes consideraciones: Dado n entidades en un espacio métrico
d—dimensional, se debe determinar una particién de los patrones en k grupos, de
tal manera que los patrones en un grupo sean mas similares entre si que a las
entidades en los otros grupos 13.

En general, el procedimiento para realizar este tipo de algoritmos consiste
en los siguientes pasos:

a) Seleccionar k puntos representantes (cada punto representa un grupo de la

solucién) 14,

b) Asignar cada elemento al grupo del representante mas cercano, de forma
de optimizar un determinado criterio.

c) Actualizar los k puntos representantes de acuerdo a la composicion de
cada grupo.

d) Volver al punto b).

Este ciclo se repite hasta que no se mejore el criterio de optimizacion. Otro
inconveniente en este método es la cantidad gigantesca de particiones, incluso
teniendo un pequefio numero de datos es un obstaculo formar los grupos. Existen
varios algoritmos de este tipo, entre ellos esta el k-means, que al ser el mas
difundido otros algoritmos se basan en método como medoids, que se explica mas

adelante.

13 En algunos problemas, dependiendo de las condiciones, lo que conocemos como datos,
individuos o entidades, se suele denominar patrones.

14 Representantes, puntos, nlcleos, centros de gravedad, centroides se usan de manera
indistinta en un contexto informal o bien, se formula el término de manera estricta de acuerdo a un

problema especifico.
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De acuerdo a lo anterior, se establece que los métodos particionales (o
clasificacion por particiones 0 mas precisamente agrupamiento particional), se
reducen a buscar una sola particibn mediante la optimizacion de algun criterio.
Existen basicamente dos tipos de métodos: 1) Los que fijan a priori el nUmero de
grupos que tienen la ventaja de la sencillez y rapidez, mientras que otros tienen la
desventaja obvia de buscar el numero de grupos que incluso dependen de
distintos parametros que deben ser estimados por el usuario y su implementacion
no es facil, sobre todo cuando la experiencia es poca. Estos métodos no
jerarquicos también pueden clasificarse en umbral secuencial, umbral paralelo y la

division para la optimizacion (Aldenderfer y Blashfield, 1984).

2.4.3 Métodos no jerarquicos por umbral

En el método del umbral secuencial se selecciona un centro de grupo y a
partir de él, se agrupan todos los casos dentro de un umbral (con valor de
distancia que se especifica previamente). El método del umbral paralelo es
parecido al secuencial excepto en que se seleccionan varios centros de grupo
simultAneamente y se agrupan los casos que se encuentren dentro del umbral del
centro mas préximo.

Existen distintos algoritmos que utilizan el concepto de umbral:

1) Basados en la teoria de grafos: triangulacion de Delaunay, subgrafos
altamente conectados, agrupacion mediante ndcleos de conectividad,
técnica de busqueda de afinidad etc. (Ferreira et al., 1998) (Bichot & Siarry,
2013) (Romero et al., 2006).

2) Métodos basados en densidades: En estos métodos se agrupan objetos
mientras su densidad (numero de objetos) en la “vecindad” se encuentre
dentro de un cierto umbral. DBSCAN (Density-Based Methods), uno de los
mMAas representativos, utiliza una nocion de agrupaciones basada en la
densidad y permite el descubrimiento de agrupaciones de forma arbitraria.
La idea basica es que para cada punto de un clUster, la densidad de puntos
de datos en el vecindario tiene que superar algan umbral (Ankerst et al.,
1999).
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La propuesta DENCLUE (sin desglose de las siglas) utiliza una funcién de
densidad local que considera solo los puntos de datos que realmente contribuyen
a la funcion de densidad general (Hinneburg & Keim, 1998).

3) El vecino mas cercano: A pesar de que en este contexto no se abordan los
algoritmos de clasificacion supervisada, es util sefialar que el clasificador k
vecinos mas cercanos (k — NN), propuesto por Cover y Hart (Cover & Hart,
1967), es muy utilizado debido a su simplicidad y capacidad para resolver
problemas complejos de reconocimiento de patrones. Para el proceso de
clasificacion, k — NN utiliza un conjunto de ejemplos prototipos de cada
clase como conocimiento previo donde cada prototipo esta descrito por un
conjunto de atributos que lo caracterizan, entonces, k — NN maneja un
conjunto de n prototipos previamente clasificados; es decir, para cada
prototipo, es conocida a priori la clase a la que pertenece. Este conjunto de
n prototipos es llamado conjunto de entrenamiento (T). Dado un nuevo
prototipo Q a clasificar, el clasificador k — NN compara Q con cada
elemento del conjunto T y encuentra los prototipos mas cercanos a Q.
Cuando los k vecinos mas cercanos se han hallado, la clase del prototipo Q
se elige con base en algun criterio, por ejemplo, la votacion (Hernandez,
2009).

Una variante para fijar la clase de Q que mantiene el uso de los k vecinos
mas cercanos, es k — NN ponderado por distancias (Atkeson et al., 1997). La
diferencia consiste en que los prototipos mas cercanos a Q tienen mayor peso en
el proceso de votacion.

El clasificador k — NN ha sido aplicado en compresion de datos (Gersho &
Gray, 1991), bioinformatica (Niijima & Kuhara, 2005), recuperacion de informacién

(Deerwester et al., 1990) y reconocimiento de caracteres (Bakamidis, 1993), etc.

2.5 Enfoque de Particionamiento por divisién para la optimizacion
El método de divisién para la optimizacion difiere de los procedimientos de
umbral en que los objetos pueden reasignarse posteriormente a otros grupos con

el fin de optimizar un criterio general. En particular, K —medias es el método no
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jerarquico por optimizacion mas popular. Otros métodos de Particionamiento han
surgido con la idea de superar algunos de los problemas que tiene k —medias,
(como lo es la obtencion de 6ptimos locales). Algunos de estos algoritmos por
particiones para evitar quedar atrapados en un éptimo local, eligen un medoide
como centro de los grupos, por ejemplo, PAM, CLARA, FANNY etcétera, que
mantienen el enfoque estadistico, de optimizacion o difuso (Struyf et al., 1997.
Mas adelante se encuentran detalles de los medoides.

Respecto a la terminologia, se puede hallar en las referencias la expresion
“clasificacion por particiones” y en tal contexto, el investigador debe asumir que se
refiere a Particionamiento. El objetivo aqui se sitia en comprender el significado
preciso de los métodos particionales, tal que los algoritmos generan grupos, es
decir, el Particionamiento no construye clases, las clases se atienden, usan o
construyen en aprendizaje supervisado, por tanto se insiste en que el
Particionamiento se forman grupos de acuerdo a la definicion discreta de particion
matematica; sin embargo, es posible considerar clases de grupos o grupos de
clases (no definido en este texto), aunque en la comunidad del agrupamiento,
mineria de datos etc., algunos autores utilizan clase y grupo de manera indistinta y
confunde a los lectores que inician su estudio en este tema. Por tanto, lo correcto
es tener clases en la clasificacion de aprendizaje supervisado y los grupos o
conglomerados en agrupamiento tanto particional como jerarquico.

Respecto a la notacion matematica de Particionamiento, es comuin gque sea
distinta en la literatura, pero se cuida el principio matematico de particion.

La teoria tradicional de los métodos de Particionamiento es
fundamentalmente k-means de Forgy, nubes dinamicas de Diday, algoritmo de
transferencias de Régnier o k-means de McQueen entre otros (Trejos, 2009).

Los métodos de clustering existentes difieren uno del otro en la forma de
estructurar los clusters. Aquellos que encuentran clusters que corresponden a una
particion del conjunto de objetos se les conoce como métodos de hard-clustering o
clustering particional, siendo el mas conocido el algoritmo k-means (Vicente et al.,
2005).
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2.5.1 Método de k-medias y Forgy

Con frecuencia Forgy se confunde el método de las k-medias ya que hay
dos métodos distintos que son llamados con el mismo nombre.

En general, el método de Forgy, se presenta como sigue:

Sea 2 el conjunto de n individuos a agrupar y supondremos que estan
descritos por p variables cuantitativas x!,x?,..,xP. La presencia de variables
cuantitativas tiene sentido para el calculo de promedios y distancias euclideas, por
lo tanto, también es sensato que cada grupo esté representado por su centro de
gravedad, esto es, por un individuo ficticio cuyas coordenadas son los valores
promedio de las variables para los individuos pertenecientes al grupo. Este es el
caso mas simple que frecuentemente se usa junto con la distancia euclidea en
este contexto.

Originalmente Forgy en 1965, propuso un primer método de re-asignacion
gue consiste basicamente en la iteracion sucesiva, hasta obtener convergencia, de
las dos operaciones siguientes (Forgy, 1965):

e Representar una clase por su centro de gravedad, esto es, por su vector de
promedios.
e Asignar los objetos a la clase del centro de gravedad mas cercano.
A partir de esta propuesta, se formula el método de las k-medias, en 4
pasos:
1. Escoger una particion inicial, al azar o con base en algun otro criterio.
2. Calcular los centros de gravedad de la particion.
3. Asignar cada objeto a la clase del centro de gravedad mas cercano.
4. Repetir los pasos 2 y 3 mientras las clases en el paso 3 se modifiquen, esto
hasta que se obtiene la estabilidad en la particion.

Se ha comprobado estabilidad después de unas pocas iteraciones, pero en
la praxis computacional, la eleccion al azar es una muestra de k objetos iniciales
gue serviran de nucleos iniciales para después asignar todos los demas objetos al
grupo del nlicleo mas cercano, formandose entonces la particién inicial.

Mas tarde MacQueen en 1966, propone un método muy similar donde

también se representan las clases por su centro de gravedad, y se examina cada
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individuo para asignarlo a la clase mas cercana (MacQueen, 1966). La diferencia
con el método de Forgy es que inmediatamente después de asignar un individuo a
una clase, el centro de ésta es recalculado, mientras que Forgy primero realizaba
todas las asignaciones y luego recalculaba los centros (Forgy, 1965). Es claro que
el método de McQueen depende del orden en que se presentan los datos. Este
método de McQueen ya habia sido propuesto en Francia por S. Régnier en 1965
(Régnier, 1983). No obstante, en el transcurso de la busqueda de una particion de
consenso, llamada particion central, variantes del método de Forgy son
propuestas en Francia como método de nubes dindmicas por Diday a partir de
1967 (Diday, 1972)

La idea principal de Diday consiste en obtener una particion de Q en k
clases bien agregadas, bien separadas y de interseccion vacia. El nimero k de
clases es dado a priori y los datos pueden ser de cualquier naturaleza. Este
método fue introducido por en 1972 generalizando el método de k-medias de
Forgy. Diday propone que cada clase debe tener una representacion (llamada
ndcleo), y luego se hace una busqueda iterada de nucleos y de particiones, hasta
optimizar un cierto criterio (Diday, 1972).

Es McQueen quien propone el nombre k-means, que se usa hasta la fecha,
aun si estos métodos también reciben nombres como nubes dinamicas, centros

moviles, o re-asignacion (McQueen, 1966).

2.5.2 Método de transferencias

Un segundo tipo de métodos de Particionamiento son los algoritmos del tipo
de transferencias, originalmente propuestos por Régnier y por MacQueen.
Consisten en hacer la transferencia entre una clase y otra, de un Unico elemento
de a la vez, haciendo mejorar algun criterio en cada iteracion. Los detalles pueden

verse en (Régnier, 1983).
2.5.3 Método de nubes dinamicas

Un esquema llamado de nubes dinamicas es un clasico ejemplo de

algoritmos de Particionamiento que fijan a priori el nidmero de grupos. Su
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importancia reside en que la mayoria de los algoritmos de Particionamiento se
apoyan de las nociones de nubes dinamicas. Estos métodos estan basados en el
principio que un grupo puede ser representada por algun objeto clave, por
ejemplo, un punto promedio, un individuo o grupo de objetos, un conjunto de
parametros, etc. A este representante se le llama cominmente ndcleo 5. El primer
algoritmo de este tipo fue propuesto por Forgy y luego fueron propuestos otros
similares (Trejos, 2009) (Forgy, 1965).
La idea general consiste en lo siguiente (a):

e asignar los individuos al nacleo mas cercano

e calcular los nucleos con las clases formadas en el paso anterior

e iterar los pasos anteriores hasta obtener estabilidad.

Se parte de una configuracion inicial de nucleos, y se puede probar que el
método converge a una particion que no mejora el criterio. Dependiendo del
contexto y del tipo de nucleo, se define un criterio a ser mejorado.

Considérese 2 = {x,, ..., x,} €l conjunto finito de n objetos a clasificary k <
n el numero de grupos en los cuales que se desea “clasificar’/agrupar a los
objetos. Una particibn P = (Cy,..,C,) de Q en k grupos (Cy,..,C,) esta
caracterizada por las siguientes condiciones: 1. 0 = UX, C;, 2. G N CGG=0Vi=#]j.

Tedricamente, se tolera que algunas de las clases C; sea vacia, pero
realmente las particiones P = (Cy, ..., C;;) que se consideran son particiones 2 en k
0 menos clases. Sin embargo, las particiones éptimas de acuerdo al criterio de
inercia contienen exactamente k clases no vacias (Teorema de Hygens) (Trejos,
2009).

Del mismo modo que en los algoritmos jerarquicos, la similitud es un
concepto obligado en el Particionamiento. En efecto, sea P, el conjunto de todas
las particiones P = (Cy,C,, ...,C) de Q en k clases o menos. Se quieren obtener
buenas particiones, es decir grupos lo mas homogéneos que se puedan alcanzar y

que estén suficientemente separados, es decir, se buscan particiones que reflejen

15 Representantes, nucleos, centros de gravedad, centroides.
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las relaciones de similitud existentes entre los objetos x; € Q. Cada x; estara
caracterizado por p distintos atributos o variables medidos en una escala numérica
y cada objeto x; es en términos amplios, un vector del espacio euclideo RP,
entonces en este espacio la métrica euclidea M (matriz simétrica y definida
positiva), sirve para definir el producto interno (xi|xj)M = foxj entre objetos y la
norma ||x||3,x!Mx. Cuando los algoritmos se implementan bajo estas
consideraciones y buscando convergencia, se asume que M = Id (métrica
euclidea clasica). Esto es, para el caso general M se descompone como UtU y la
transformacién z; = Ux; induce a la métrica euclidea clasica con los nuevos datos
Z;.

Asociado con cada objeto x; € Q se tiene el peso de x;, denotado por w;,
que indica la importancia relativa del objeto x; en el estudio. Los pesos w; son
todos positivos y su suma es la unidad };i-; w; = 1.

La calidad de una particion P = (Cy, ...,Cy) se mide a través de la inercia inter-
clases B(P), un indice que refleja la intensidad de la separacién entre los centros
de gravedad de las diversas clases (;: B(P):=Yf;w0(C)llg(Q) -
g(C)II?, donde w(C;) es el peso relativo de la clase ¢; mientras que g(Q) y g(C;)

son los vectores centros de gravedad de Q y C; respectivamente.

Sus calculos corresponden a las siguientes formulas w(Cj) = inecj wi, g(Q) =

Yhiwx, 9(G) = @inecj wx; (Piza etal., 1999).

Figura 2

Inercia intra-clase
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Como se puede notar en la figura 2, cuanta mas pequefia sea la inercia
intra-clase mejor es la particion.
En el método general de nubes dindmicas, cada clase estara representada

por un nucleo, que sera un elemento representativo de los integrantes de la clase.

El algoritmo parte de la idea descrita en (a):
1. Se da una particion inicial de Q
2. Se calculan los nucleos, mediante una funcion de representacion.
3. Se forma una particién, asignando cada elemento al ndcleo mas préoximo,
mediante una funcion de asignacion.
4. Se repiten los pasos 2 y 3 hasta que las clases se estabilicen.

Los nucleos iniciales se eligen de forma aleatoria. En el caso general, se
escoge K veces m elementos entre los individuos usando un criterio aditivo del
tipoW (P) = 2’,§=12xiECkD(xi,Nk), donde N, es el nucleo de C, (formado por m
objetos) y D es una medida de disimilitud (por ejemplo, una agregacion) entre los
objetos x; y los nacleos N, (que son conjuntos de objetos). El nucleo N, se define

como el subconjunto de €, con m elementos que minimice Y;cc, D (x;, Ny).

Se puede probar que en cada iteracion se mejora W y ademas se converge
a una clase estable (Trejos, 2009).
Es claro que el método de k-medias corresponde al método de nubes

dinamicas cuando los nucleos son centros de gravedad.

2.6 Suma minima de distancias al cuadrado en el Particionamiento

Entre muchos criterios utilizados en el andlisis de conglomerados
(agrupamiento), incluyendo el Particionamiento, la suma minima de distancias al
cuadrado desde los objetos hasta el centroide del cluster al que pertenece es uno
de los mas utilizados. Este criterio es apropiado tanto para la homogeneidad
(similitud) como para la separacién (disimilitud), ya que minimizar la suma de
cuadrados dentro de los clusteres es equivalente a maximizar la suma de

cuadrados entre grupos.
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Procedimientos tanto jerarquicos como no jerarquicos han utilizado la suma

minima de cuadrados en la agrupacion (MSSC) (Hansen & Aloise, 2009).

2.6.1 Agrupacion minima de suma de cuadrados: Formulacion compacta

El Particionamiento busca implicitamente que los grupos generados tengan
una forma cercana a un cuerpo geométrico parecido a un poligono regular de
muchos lados, o en términos generales, o mas “geométricamente posible”. Esta
estrategia se facilita muchas veces cuando los objetos tienen una clara
componente geogréafica en R? y suelen llamarse unidades geogréaficas. Se supone
que la cohesién dentro del grupo cumple implicitamente la compacidad, que de
manera informal, se entiende como el proceso de agrupar unidades geograficas
de tal manera que estos objetos geograficos queden muy cercanos entre si y lo
mas separado que se pueda de otro grupo y al mismo tiempo, procurando que los
grupos no tengan formas distorsionadas. Esta informalidad se debe a que esta
descripcion no responde totalmente al concepto matemético topolégico de
compacidad, pero es muy atil y valida con resultados comprobados
computacionalmente en la solucibn de muchas aplicaciones de disefio territorial.
En este punto, cuando se incorporan los algoritmos de Particionamiento en los
problemas de disefio de zonas, por las propiedades del Particionamiento, se
optimiza el criterio de distancia minima y se satisface aproximada e indirectamente
el criterio de compacidad (Bernabe, 2010).

Lo anterior, es un asunto discutido ampliamente en el disefio de territorios o
disefio de zonas 6. Los territorios, se particionan para su analisis y se busca que

todo elemento de la particion territorial sea al menos geométricamente compacto.

16 E| disefio de territorio (DT) puede ser visto como un problema de agrupacion de areas
geograficas pequefas (areas basicas) en clusters geograficos mas grandes llamados territorios, de
tal forma que la agrupacion aceptable es aquella Gltima que cumpla con criterios predeterminados
del problema que ocupa. Dependiendo del contexto, estos criterios bien pueden ser de motivo
econdmico (promedio de ventas potenciales, trabajo o nimero de vendedores) o tienen un fondo

demografico (ndmero de habitantes, poblacion votante) (Zoltners & Sinha, 1983).
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El uso de medidas o métricas permite conseguir parcial o totalmente la
compacidad de acuerdo al problema. Por ejemplo, las distancias, ademas de ser
muy convenientes en este tipo de problemas, permiten acercar los objetos
geograficos y asi calcular la compacidad geométrica con los ajustes mateméticos
necesarios. Es asi como se procede a la aplicaciéon de métodos convencionales de
agregacion (jerarquicos o de particion), en los cuales la restriccion de continuidad
geografica se satisface indirectamente a través de la inclusion de las variables
geograficas (por ejemplo distancias entre areas), que en muchas situaciones se
encuentran dentro del grupo de variables de clasificacidn. La inclusién de este tipo
de variables favorecera la creacion de regiones espacialmente compactas, lo cual
se traduce en la satisfacciobn de la restriccion de continuidad geografica. La
manera en que estas medidas se incorporan en el proceso de agrupamiento
determinan la compacidad de cada figura generada por el agrupamiento,
alcanzando asi la creacion de formas geométricas estables y sanciona las formas
dispersas, alargadas o retorcidas *’.

La compacidad en los grupos es muy buscada en el disefio territorial, el
cual recurre constantemente a distintas propuestas de agrupamiento para
conseguir no solo compacidad, también contiglidad y conexidad en la medida de

lo posible (Bernabe-Loranca et al., 2021).

17 En 1842, el congreso de Estados Unidos cre6 su primera ley relacionada con el disefio
de distritos electorales, donde se dicta que los distritos deben ser conexos para evadir la creacién
de zonas fragmentadas. En 1871 se suma el concepto de igualdad o equilibrio poblacional, con lo
cual se buscaba garantizar el principio “un hombre, un voto”, con el propésito de una
representacion politica justa entre los ciudadanos. Estos dos principios no fueron suficientes para
evitar que la construccion de territorios, por ejemplo de zonas electorales, se beneficiara o afectara
la representacion politica de un partido mediante la agrupacion distorsionada o dispersa. Entonces
en 1901 se afade el concepto de compacidad geométrica para prevenir la creacion de zonas con
formas alargadas, irregulares o confusas. Actualmente, los principios de conexidad, equilibrio
poblacional y compacidad geométrica son considerados como imprescindibles en el disefio de

zonas y sus multiples aplicaciones (Rincén, 2010).
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Los problemas de Particionamiento en el disefio de territorios territorial
tienen impacto en diversos ambitos, donde distritacion politica, distritos escolares,
instalaciones de servicios de emergencia Yy territorios comerciales son las mas
importantes y citadas en la literatura. Muchos autores formulan criterios
geograficos como medidas de adecuacion de las soluciones. Los criterios mas
importantes son la compacidad y la contigtiidad (Shirabe, 2005). De acuerdo con
(Kalcsics et al., 2005), un territorio (grupo territorial) es geograficamente compacto
si tiene forma aproximadamente redonda y no esta distorsionado. No obstante, en
el contexto de disefio del agrupamiento territorial, no existe una definicion rigurosa.
En una gran variedad de trabajos se utiliza como medida de compacidad la suma
de distancias entre las unidades basicas y el centroide al que estan asignadas,
modelando el problema como un problema de la p-mediana (La P-mediana se
detalla en la ultima seccion) (Diaz et al., 2012). (Hess & Samuels, 1971) (Zoltners
& Sinha, 1983).

2.7 Agrupamiento generalizado de suma minima de cuadrados (MSSC)

El problema MSSC minimum sum-of-squares clustering (MSSC) al poder
ser formulado de multiples maneras, implica que existan diferentes algoritmos para
su solucién. La MSSC establece que dado un conjunto de n entidades o datos
considerados como puntos en el espacio s-dimensional, el conjunto se divida en k
grupos tal que la suma de las distancias al cuadrado de cada entidad al centroide
de su grupo es minima. De este modo, y a partir de lo descrito previamente, en los
parrafos previos, se plantea la conjetura que de forma indirecta, con la MSSC, se
generan grupos compactos.

Sea 0 ={o04,0, ..,0,} Qque denota el conjunto de entidades a ser
agrupadas. Tales entidades son puntos en el espacio Euclidiano R™. Sea Py =

{C;, ..., C,,;} una particion de 0 en M clusters. Esto es
M

G # 0 Vj; CiﬂCj=®vL‘,j¢i; chzo.

j=1

Introduciendo las variables binarias x;;, tal que
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1 sila entidad oy pertenece al cluster C;
Xjk =
0 de otro modo

Por tanto, el problema de agrupamiento de suma minima de cuadrados

puede expresarse de la siguiente manera

elM N

. 2
min "> loi - 5]

j=1k=1

(1)

M

sujeto a (s.t.)ijk =1, k=1,..,N,
j=1

XjkE{O,l}, j=1,...,M,k=1,...,N,

Donde z; denota el centroide del cluster C;.
2 _ llox — alll?
”0k—Zj” - |C| ’
k:OkECj k,l:Ok,OlECj J

Por lo tanto (1) puede ser escrito como

M
N-1y,N
. Yk=1 Di=k+1 dklxjkle
min S
—1 Xi
=1 k=1"jk

(2)

s.t. Xjx =1, k=1,.. N,

M
j=1
x5 €{0,13, j=1,..Mk=1,..,N,

Donde dy; = [lox — o,

M
(3) xjk = 1,
Zj=1

(Merle et al., 2000)

La interpretacion de agrupacion minima de suma de cuadrados (MSSC)
consiste en que dado un conjunto de n entidades asociadas con puntos en el
espacio euclidiano s-dimensional, se divida ese conjunto en k grupos tal que la
suma de las distancias al cuadrado de cada entidad al centroide de su grupo sea
minima. En otras palabras, supongase que se desea maximizar la division de una

particion, esto es, la disimilitud minima entre dos entidades asignadas a dos
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grupos diferentes o minimizar el diametro, es decir, la mayor disimilitud entre un
par de entidades en el mismo grupo (Hansen & Delattre, 1978) (Delattre &
Hansen, 1980).

Es claro que el criterio frecuente es la suma minima de distancias
euclidianas al cuadrado de cada entidad al centroide del cluster al que pertenece.
Entonces particionar n entidades en k clisteres con este criterio se le conoce
como agrupacion minima de suma de cuadrados (MSSC) (Aloise, 2009).

Se utilizan muchos criterios diferentes para expresar homogeneidad y/o
separacion de los conglomerados que se encontraran (Hansen & Jaumard, 1997).

Por otro lado, y dada la misma semantica matematica que MSSC, para los
meétodos clasicos de Particionamiento, se acepta por muchos autores que los
algoritmos “cémplices” se apoyen de los principios de k-means o nubes dindmicas,
dado su esquema sencillo que se basa primero en fijar el niumero de clases y
después, optativamente a partir de una particion inicial, se hacen iteraciones sobre
dos pasos: 1) se calculan los nucleos de los grupos y 2) se asignan los objetos al
nacleo mas cercano. Es claro que se define alguna medida para acercar los
objetos a sus nucleos, por ejemplo, al incorporar como funcién de costo el criterio
MSSC, se satisface de algin modo que la distancia o enlace entre los objetos
hacia su respectivo nucleo sea minimo. Este planteamiento se argumenta en la
propuesta de Diday; es decir, a pesar de la aparente simplicidad, este algoritmo
converge de acuerdo a un teorema similar al de Huygens (Diday et al., 1982). Tal
teorema establece que la suma de las distancias al cuadrado desde todos los
puntos de un conjunto dado hasta su centroide es igual a la suma de las distancias
al cuadrado entre pares de puntos de este conjunto dividido por su cardinalidad
(Hartigan, 1974) (Régnier, 1983) (Everitt, 1983).
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Capitulo 3. Propuestas tradicionales del Particionamiento

3.1 Algoritmo K—-means (medias)

K-medias es uno de los algoritmos de tipo particional mas divulgados que
se coloca al centro de la literatura de los algoritmos de agrupamiento. El éxito de
su popularidad reside en la simplicidad para dividir un conjunto de datos en k
grupos o clusters conocidos a priori donde cada cluster tiene asociado un
centroide (centro geométrico del cluster).

La forma mas sencilla del algoritmo k-means consiste de dos
procedimientos: La primera es la asignaciéon de objetos a grupos. Un objeto
usualmente es asignado a cuya media esta mas cercano en el sentido. El segundo
procedimiento consiste en el calculo de las nuevas medias del grupo basandose
en las asignaciones. El proceso termina cuando no haya mas movimientos de un
objeto hacia otro grupo.

El objetivo de este procedimiento es disminuir la suma de errores
cuadraticos o funcién objetivo llamada (Sum Squares Error, SSE), es decir,
cuando ya no se pueda disminuir mas dicha funcion sera el agrupamiento
asignado. El problema de estos esquemas es el fracaso cuando los puntos de un
grupo se encuentran muy cerca del centroide de otro grupo y cuando los grupos

tienen diferentes tamafios y formas.

3.1.1 Procedimiento del Algoritmo

La idea principal del algoritmo k-means consiste en los siguientes pasos
(Amoroso y Avila, 2015):

Inicializacion. Se define k centroides, que generalmente son k elementos
seleccionados al azar del conjunto de datos o de los obtenidos mediante
aplicacion de alguna técnica de inicializacion, posteriormente se toma cada uno de
los elementos del conjunto de datos y se los asignan al grupo con el centroide mas

préximo.
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Proceso iterativo. Mientras los centroides no cambien, se procede a
calcular la distancia del centroide de cada grupo y volver a distribuir todos los
objetos segun el centroide mas cercano. El proceso se repite hasta que ya no
exista alteracion en los grupos, es decir, los k centroides no cambian luego de una
iteracion y es equivalente a decir que el valor de la funcién utilizada como criterio
de optimizacion no varia (Yolis, 2003).

Condicion de convergencia. Existen varias condiciones de convergencia,
una de ellas es converger cuando alcanza un numero de iteraciones dado, o
converger cuando no existe un intercambio de objetos entre los grupos, o
converger cuando la diferencia entre los centroides de dos iteraciones
consecutivas es mas pequefia que un umbral dado (Pérez, 2007).

Si la condicion de convergencia no se satisface, se repiten los pasos
anteriores del algoritmo.

La complejidad del algoritmo K—means esta dada por O(nxk xI xd) en
donde:

e n = numero de puntos,

e k = numero de Clusters,

e | = numero de iteraciones,
e d = numero de atributos

Se tiene un problema de tipo No Polinomial (NP) si k no se fija.

Los diferentes tipos de medidas que pueden ser utilizados en este tipo de
algoritmo son: la distancia Manhattan, la distancia euclidea y similitud coseno. La
medida de distancia euclidea es la mas empleada y pragmatica.

Se pueden obtener diferentes agrupamientos para diferentes valores de k y
medidas de proximidad donde la funcién objetivo empleada por K—means se
denomina suma de errores cuadraticos denotada por SSE o también conocida
como sumas residuales de cuadrados (RRS).

Cuando se utiliza la distancia euclidea, SSE se minimiza usando la media
aritmética (por cada atributo o variable), pero cuando se emplea la distancia de

Manhattan, SSE se minimiza usando la mediana.
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Dado el conjunto de dato X = x4, x4, ..., xy consta de N puntos, se denota la
agrupacion obtenida, después de aplicar K-means, es decir
C ES [CIP Cz, ey Ck]

El SSE para este agrupamiento esta definido por

k
SSE= )" ) llxi = cll (1)

k=1 xi€eCk
En donde ¢, es el centroide del agrupamiento. El C, dado por la ecuacién
(1), donde el objetivo es encontrar la agrupacién que minimice el valor de SSE.

= th;Ck i (2)
k

El propodsito del proceso iterativo y los pasos de actualizacion del algoritmo

K—means, tienen como objetivo el minimizar el valor de SSE para el conjunto dado

de centroides.

3.1.2 Minimizacion de la suma de errores cuadraticos

Como se ha mencionado, el agrupamiento K—-means es esencialmente un
proceso de optimizacion por medio de la minimizacion de la funcién objetivo
conocida como SSE (Pérez, 2007).

Se puede probar matematicamente la razén de la eleccién de las medias de
los puntos de un conjunto de datos en un agrupamiento, incluso como un prototipo
representativo para una agrupacion en K—means.

Sea C;, el k- ésimo agrupamiento, x; es un punto en Cy, Y ¢, es la media del

k- ésimo agrupamiento. Se puede resolver para la caracteristica de C; que
minimiza los SSE para diferenciar el SSE con respecto a (; y se establece igual a
cero, editando la ecuacion (1) como:
Dado SSE = ¥k_; Yxec,(Ce — Xi)? 3)
Y aplicando la diferencial a ambos lados de la ecuacion
9 I~
—SSE=—ZZ Cr — X;)? 4
5655 = 35 CEP O C)
k=1 X;€Cy

En donde resulta
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d 2
56 SSE = z (¢ - x,) (5)

XiECj
De lo que se puede obtener

ZXEC]X
22*((] X)=0=|q|- C—Zx=>q

el
Xi€Cj Xi€C;

Por lo tanto se concluye que la mejor manera representativa de la
minimizacion del SSE de un agrupamiento es la media de puntos de un
agrupamiento, debido a que el SSE autométicamente decrece con cada iteracion,
convergiendo mondétonamente a un minimo local (Pérez, 2007).

K-means no garantiza que los centroides finales obtenidos sean los que
minimizan globalmente la funcién objetivo SSE, pero en la mayoria de los casos,
los k-means convergen rapidamente (método de las k-means convergentes)
(Dohan et al.,, 2015). Entonces para conseguir convergencia se propone lo
siguiente:

1) Comenzar con una particion inicial de los individuos en cllsteres. Si se
desea, la particion puede ser construida usando cualquier método de los
establecidos para particiones iniciales. 2) Después tomar cada caso
sucesivamente y calcular las distancias a todos los centroides de los clusters; si el
centroide mas préximo no es el del cluster padre de dicho caso, reasignarlo al
cluster con centroide mas préximo y recalcular los centroides de los cllsteres
afectados en el proceso. 3) Finalmente, repetir el paso segundo hasta que se
obtenga la convergencia, 0 sea, continuar hasta que un ciclo completo a través de
todos los casos y que no proporcione ningin cambio en los miembros de los
clisteres.

De acuerdo a lo anterior, el pseudocodigo de K-meas con convergencia se

expresa como sigue:
3.1.2.1 Algoritmo ejemplo Algoritmo de Agrupamiento K—-means

1: Inicializar aleatoriamente las k particiones. Encontrar C = [C;, Cs, ..., Ci]

2: while no exista cambios en € do
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3: Clasificar los objetos de acuerdo al C; mas cercano;

4: Recalcular € de acuerdo al actual;
5: end while
QOut: C

Una desventaja de este algoritmo consiste en que el resultado obtenido es
dependiente de la seleccion inicial de los centroides de los clisteres y puede
converger a éptimos locales (Park & Jun, 2009).

Por lo tanto, la seleccion de los centroides iniciales afecta directamente el
proceso principal de K—means y al resultado final del proceso. Existen multiples
métodos para la inicializacion, como el método propuesto por MacQueen que
busca de una manera simple y aleatoria las k semillas. Este es el método mas

conocido y sencillo (MacQueen, 1966).

3.2 Agrupamiento K-medoids (medoides)

K-medoides es una variacion de K—means, por lo tanto, es muy similar. K-
medoids, tiene como objetivo encontrar una solucion de agrupamiento que
minimice una funcion objetivo predefinida, lo que implica que agrupa el conjunto
de n objetos en k grupos conocidos a priori. K-medoids es mas robusto al ruido y
a valores grandes de los datos en comparacion con el K-means ya que minimiza
la suma de diferencias por parejas en lugar de la suma de los cuadrados de las
distancias euclidianas. El algoritmo K—medoids persigue minimizar el criterio de
error absoluto en lugar del SSE, como en el caso de K—means que procede
interactivamente hasta que cada objeto representativo sea en realidad el medoide
de la agrupacion. Este algoritmo utiliza los medoides en lugar de los centroides
como el caso de los algoritmos k—-means. K—medoids se basa en el objeto mas
céntrico de un cluster haciéndolo menos sensible a los valores atipicos en

contraste con la agrupacion K—-Means (Villagra et al., 2009).
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Un medoide, puede ser definido como un objeto de un grupo cuyo promedio
de disimilitud a todos los objetos en grupo es minima, es decir, que es un punto
mas ceéntrico del cluster (Park & Jun, 2009) (Zhang & Couloigner, 2005).

3.2.1 Procedimiento del Algoritmo

El procedimiento del algoritmo empieza por la inicializacion de los
agrupamientos mediante la seleccion aleatoria de los k nodos semillas. Todos los
nodos se asignan al cluster del nodo de la semilla mas cercana (medido en
distancia geodésica), esta distancia es un numero entero de los pasos entre
nodos, muchos nodos semillas pueden estar a la misma distancia de un nodo
dado v, en este caso v es asignado aleatoriamente a uno de los nodos semilla
mas cercanos. El siguiente paso es calcular la proximidad central para cada nodo
en cada agrupamiento. La proximidad central de un cluster, es una medida de la
distancia de un nodo a los otros nodos en el agrupamiento. Si el nodo i esta en la
agrupacion k y se denota la distancia geodésica entre un nodo i y un nodo j por

dy(i,j), tal que la cercania del nodo i hacia otro nodo en esta agrupacion es

definida como el reciproco de la suma de las distancias geodésicas y se da la
1

relacion ¢;(i) = (Zhang & Couloigner, 2005).

Yjecluster k Ag(L.J)

Los nuevos nodos son los que tienen la proximidad central mas pequefia en
cada grupo. El procedimiento de iteracidon se da hasta que se obtenga una
solucion estable, no necesariamente la convergencia, esto es, tomando el caso de
distancias geodésicas iguales y debido a la naturaleza aleatoria de la asignacion
de nodos a las agrupaciones, la solucion puede ser débil. Por lo tanto, el algoritmo
se considera estable cuando hay un cambio de menos x porcentaje en el nUmero
de medoides en el agrupamiento, entonces se sugiere un valor de x entre 1 y 3
(Zhang & Couloigner, 2005).

En el algoritmo de agrupamiento k—medoids, se considera un punto x;
aleatorio que es usado para remplazar un objeto representativo. El siguiente paso
es comprobar el cambio de la composicién de los puntos que puede ocurrir en una

de las siguientes manera: 1) Estos puntos pueden ahora estar mas cerca de x;, (el
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nuevo punto representativo), o también pueden estar cerca a todos los otros
conjuntos de puntos representativos. 2) El costo de intercambio se calcula como el
criterio de error absoluto para k-medoides. 3) Se ejecuta la operacién de
reasignacion, entendida como costo de intercambio, de esta manera contribuye a
la funcidn general de costos, entonces el costo es considerado como la distancia
geodésica antes descrita.

Los pasos para este algoritmo se plantean a continuacién (Park & Jun,

2009) (Rattigan et al., 2007):

1. Inicializar un conjunto de objetos como semillas para los centros de
grupo.

2. Se asignan los nodos a la agrupacion centro de la agrupacion mas
cercana (usando la distancia geodésica los lazos son resueltos
aleatoriamente).

3. Para cada grupo, se calcula un nuevo conjunto de centros de grupo.
Estos son los nodos de cada grupo con el valor mas bajo de cercania
con la ecuacion.

4. Si el algoritmo se ha estabilizado, salir, de lo contrario ir al paso 2
(Webb, 2003).

3.2.2 Pseudocddigo general de K-medoides

1: Choose estimaciones iniciales arbitrarias 6;(0) para 6j’s,j =1, ..., m.

2: Repeat

3:Fori=1toN

4: Determinar el representante mas cercano, expresar 6j, for xi

4: Setb(i) =j.

End {For}

S:Forj=1tom

6: Actualizar Parametros: Determinar 8 como la media de los vectores xi €
Xconb(i)=j.

End {For}
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7: Hasta que exista cambio en 6j’s que se produce entre dos iteraciones

sucesivas. (Amoroso & Avila, 2015).

3.3 El agrupamiento desde el enfoque supervisado y no supervisado

El agrupamiento es una técnica de aprendizaje no supervisada. Se parte de
un conjunto de n datos no etiquetados y se trata de clasificarlos en uno o mas
grupos de objetos similares, donde la similitud entre los objetos es frecuentemente
definida utilizando alguna medida de distancia en la funcion objetivo (euclidiana,
coseno, Manhattan, etc.). En términos generales, el algoritmo trata de maximizar
la similitud inter-cluster (los objetos asignados al mismo clister son altamente
similares) y minimizar la similitud intra-clister (objetos en diferentes cluster tienen
baja similitud entre ellos) (Tan et al., 2005).

Diferentes métodos han sido planteados para realizar procesos de
agrupacion no supervisada, entre ellos se encuentran los métodos particionales,
los cuales dividen un conjunto de datos en k subconjuntos no superpuestos. Entre
los principales algoritmos se pueden mencionar k-medias y k-medoides descritos
anteriormente, (Kanungo et al., 2002).

Los principales problemas de estos algoritmos residen en que se debe
conocer con anterioridad el valor del numero de grupos k, e incluso pueden
presentar inconvenientes en la identificacion de grupos con formas irregulares, un
conflicto que se trata de evitar en el Particionamiento al incorporar una medida o
métrica que contribuya a que los objetos se encuentren muy cercanos entre si y
hacia su centroide y al mismo tiempo, que los grupos tengan una aproximada
forma “poligonal”.

El andlisis no supervisado es adecuado cuando no se tiene informaciéon
explicita acerca de la etigueta de las “clases” a discriminar, lo que induce a
cambiar la semantica de clases por grupos. A partir de ahi se les llama métodos
agrupamiento no supervisado y se puede decir que los algoritmos relacionados
presentan un compromiso entre costo computacional y efectividad bajo la
condicion de que sus parametros iniciales hayan sido establecidos correctamente,

por ejemplo, datos sobre problemas que puedan manejarse en el plano cartesiano.
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Los métodos no supervisados son de interés porque convergen
rapidamente y con buen desempefio en caso de que las caracteristicas cambien
poco en el tiempo. Estos métodos consienten adaptar los datos y son manejables
cuando se tiene un conjunto grande de muestras siempre que se incorporen
algoritmos aproximados como las metaheuristicas. Sin embargo, la solucién
generada por un sistema de analisis no supervisado puede verse afectada por
parametros iniciales no adecuados y que invariablemente dan lugar a una mala
convergencia.

El agrupamiento no supervisado también puede ser llamado agrupamiento
o clustering cuando se cuenta con buenos algoritmos en el analisis exploratorio de
los datos y consecuentemente, ha motivado al desarrollo de diferentes métodos de
agrupamiento con los inevitables problemas conocidos: costo computacional,
sensibilidad a la inicializacion, clases desbalanceadas, convergencia a un 6ptimo
local, etc.

Al principio de esta seccion se mencion6 la dificultad de elegir un método de
agrupamiento adecuado. La no trivialidad de esta tarea responde a distintos
factores, entre ellos, la naturaleza de los datos, las condiciones del problema para
agrupar los patrones similares que exige la aplicacion, entre otros. En este
contexto, el desafio es tener un compromiso entre costo computacional y
efectividad en la separabilidad de las clases. La situacion se complica cuando el
problema exige la inclusion de métodos aproximados, que en ocasiones, se opta
por utilizar algoritmos hibridos que mejoren la convergencia y reduzcan el costo
computacional.

El analisis no supervisado comprende incluso todos los métodos
denominados discriminativos en los que no se requiere de un conocimiento a priori
de las clases para la clasificacion. Por lo general, s6lo necesitan de algun
pardmetro de inicializacion como la cantidad de grupos resultantes o algun otro
indicio acerca de la particion inicial (prudentemente clases se identifica como
grupo). Entonces, la tarea del analisis no supervisado se coloca en la tarea de
agrupar patrones homogéneos sin ninguna informacion acerca de la naturaleza de

las “clases” presentes en el conjunto de datos. Por esta razén, el andlisis no
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supervisado no genera una clasificacion automéatica, mas bien produce un
subconjunto de datos homogéneos a partir de algun criterio basado en distancias,
disimilitudes o medidas estadisticas. De ahi, que el término de clasificacién no
supervisada se refiere al agrupamiento de los datos en subconjuntos de elementos
similares y no algun tipo de clasificacion automatica. Existen diversas razones por
las que los métodos no supervisados son de interés: permiten categorizar
elementos, son rentables cuando el etiquetado de un conjunto grande de muestras
no es factible, algunos poseen convergencia con buen desempefio (en caso de

que las caracteristicas cambien poco a lo largo del tiempo), etc.

3.4 Clasificacion automética

La clasificacién automatica puede definirse como la accién ejecutada por un
sistema artificial sobre un conjunto de elementos para ordenarlos en clases o
categorias y los elementos a clasificar pueden ser de cualquier tipo. En particular,
es la clasificacion automética de textos una de las areas de investigacion que ha
cobrado mayor importancia en los Gltimos afios, debido principalmente a los
grandes volimenes de textos digitales que se almacenan en bases de datos
empresariales, paginas web y redes sociales. La clasificacion automatica de textos
ha estado ligada histéricamente al desarrollo de Maquinas de Aprendizaje, una
linea de la Inteligencia Artificial y la Inteligencia Computacional que se basa en el
desarrollo de algoritmos que “aprenden” o reconocen patrones recurrentes en
cada clase a partir de un gran volumen textos de entrada, previamente clasificados
por humanos. La clasificacion automatica de textos es por lo general un proceso
supervisado (Baeza & Ribeiro, 1996). Esto significa que requiere de un conjunto
de documentos previamente clasificados por expertos humanos que funcionan
como entrenamiento para el sistema. Asi, un conjunto de documentos clasificado
por un humano en cierta categoria, sirven para que el clasificador automatico
genere una clasificacion propia frente a un documento desconocido. El
desempeiio del clasificador automatico dependera de qué tan similar sea esta
clasificacion respecto a la humana, lo que se evalla con matrices de confusion y

otras métricas (Sebastiani, 2002).
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Tradicionalmente, en el campo de la clasificacion, se considera a un
elemento como perteneciente a una sola categoria a partir de un conjunto de ellas.
Actualmente se utilizan técnicas estadisticas para la clasificacion entre las que se
pueden incluir modelos de regresion multivariada, clasificacion basada en el
vecino mas cercano, probabilidad de Bayes, arboles de decision, redes
neuronales, aprendizaje basado en reglas y algoritmos de aprendizaje inductivo.

Se ha conceptualizado la clasificacion con el paradigma de asociar un
elemento con solamente una clase de un conjunto de clases a las que puede
pertenecer, observando a esta tarea como una binaria, es decir, el elemento
pertenece o no a la clase. No obstante, en los ultimos afios en aplicaciones
relacionadas con machine learning e information retrieval se ha puesto en
manifiesto la importancia de asociar las fuentes de informacion no solamente con
una clase, considerando a este problema no como un problema binario, dado que
un valor no binario puede pertenecer a un subconjunto del conjunto de clases, lo
que se conoce como multi etiquetado o multi clasificacion.

Dentro de machine learning, considerado un contexto de aprendizaje
supervisado, se cuenta con un conjunto de objetos y un conjunto de clases a las
gue pertenecen los objetos, entonces se puede definir como clasificacién al uso
técnicas de aprendizaje supervisado que dado un objeto cualesquiera, este objeto
es representado por un vector de caracteristicas y es asociado con alguna
categoria.

Los clasificadores de aprendizaje supervisado utilizan métodos de
aprendizaje inductivo, que permiten clasificar informacion a partir de un conjunto
de aprendizaje, entre los mas utilizados se encuentran Arboles de decision, Naive
Bayes, Maquinas de Soporte Vectorial etcétera (Carrera, 2005).

En la clasificacion, vista como una técnica basada en IA, se le ensefia a la
maguina a actuar segun los datos etiquetados por los programadores y usuarios.
En base a los parametros de los que estos disponen, los algoritmos de
clasificacion de IA ya tienen predeterminadas las categorias.

El clustering como forma de aprendizaje no supervisado, no cambia su

semantica en IA. En el agrupamiento no hay entrenamiento ni etiquetado. El hecho
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de que haya datos que guardan paridad mediante ciertas caracteristicas que se
consideren relevantes (segun la complicidad de un elemento respecto a otro),
induce a dar una sefial al algoritmo que le permitird asociar un dato a otro, luego
es una clasificacion valida basada en la observacion de patrones descubiertas por
el propio algoritmo y la IA.

A veces el agrupamiento de los datos precede a la clasificacidon de nuevos
datos en alguno de los clusters obtenidos en el agrupamiento; por tanto, el
agrupamiento y la clasificacion de datos estan estrechamente relacionados.

Una de las caracteristicas mas importantes de los algoritmos de
agrupamiento es que permiten organizar datos que en principio no se sabe si se
pueden clasificar, pero evitando criterios subjetivos, con el agrupamiento se
produce informacion muy valiosa a partir de datos desorganizados.

Una caracteristica comun a casi todos los algoritmos de agrupamiento es
gue no son capaces de determinar por si mismos el nimero de grupos idéneo,
sino que hay que fijarlo de antemano o bien utilizar algun criterio de cohesién para
saber cuando detenerse. En general ello requiere probar con diferentes nimeros
de grupos hasta obtener unos resultados adecuados.

En otra perspectiva, la clasificacion automatica puede definirse como el
campo de la matematica aplicada que pretende resolver, mediante ideas,
algoritmos y métodos el problema general de la clasificacién: dada una coleccion
de objetos, deseamos clasificarlos en clases o grupos bien diferenciados, de
acuerdo con las disimilitudes entre los mismos, de forma tal que las clases sean
homogéneas internamente. Los métodos tradicionales de clasificacion automatica,
para encontrar una particion de un conjunto de objetos en un niamero a priori de
clases, obtienen soluciones parciales al problema, esto es, encuentran 6ptimos
locales. Dentro de este enfoque de clasificacion automatica, también se bifurcan
las dos familias ya descritas con insistencia a lo largo de este texto: métodos
jerarquicos y métodos de Particionamiento (Piza et al., 1999).

Este planteamiento puede confundir a diferentes lectores cuando leen en
algun lado que la clasificacién automatica es la accién de clasificar en particiones

y al mismo tiempo encuentran que la clasificacion es formalmente utilizada en
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aprendizaje supervisado. Lo correcto es ser estrictos en los términos y en
vocablos pragmaticos, Particionamiento crea grupos que obedecen al concepto de
particion discreta, y las clases se apoyan del concepto de clase y pertenencia.

Otros métodos propuestos son basados en procesos bioinspirados y fisicos.
Entre los basados en procesos bioinspirados, se pueden considerar las bandadas
de pajaros a partir de reglas de interaccién local (alineamiento, separacion,
cohesion, similitud). En los métodos inspirados en procesos fisicos, se encuentra
la técnica de agrupacion basada en teoria gravitacional. Dicha técnica es utilizada
para realizar procesos de agrupamiento simulando un sistema de gravitacion
universal tomando cada dato como una particula expuesta a campos gravitatorios.
Una unidad de masa es asociada a cada punto y los puntos son movidos hacia el
centro del cluster debido a los campos gravitacionales (Giraldo et al., 2013).
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Capitulo 4. Particionamiento por medoides PAM

4.1 Caso de estudio PAM

Partiendo de la definicion de Particionamiento clasico y por medoides, se
asegura que PAM (Particionamiento Alrededor de los Medoides), pertenece a la
categoria de clasificacion por particiones (Kaufman & Rousseeuw, 1987).

Para justificar el comportamiento computacional de PAM, y contando con
un conjunto de datos con una clara componente geografica, este apartado se
ocupa de obtener particiones ejemplares y exactas para una instancia dada. Las

aproximaciones metaheuristicas no se incluyen en este libro.

El problema de Particionamiento consiste en hallar la particion P € P, que
maximiza la inercia inter-clases B(P), es decir, maximizar la intensidad de la
separacion entre los centros de los grupos. La complejidad computacional de este
problema es del tipo NP-hard. El tamafio combinatorio de este problema puede
verse con el siguiente ejemplo. Si denotamos por S(n,k) y B, el nimero de
particiones de Q en k clases no vacias y el niumero total de particiones de
respectivamente, entonces por ejemplo S5(60,2) =~ 0.58 x 10'8,5(60,5) =~
0.72 x 10%°,5(100,5) =~ 0.66 x 10°%, mientras que By, = 115975,B;s =~
0.14 x 101°°y B,, ~ 0.16 x 1036, Asimase un problema de Particionamiento
donde Q tenga 100 objetos y el nUmero de clases sea k = 5, si existiera sobre la
Tierra un computador tan veloz capaz de calcular B(P) para cada una de las
particiones P de Q en un tiempo de 1071° segundos en busca de un maximo
global, al computador le tomaria algo mas de 2 x 10*® siglos en completar el

analisis de todas las particiones del problema (Piza et al., 2009).

4.1.1 K-medoides en PAM
Dentro de los algoritmos de Particionamiento, el Particionamiento por
medoides, ha sido eficiente para resolver problemas de tamafio no muy grande y

por ello, se ha descrito en la literatura desde enfoques diversos.
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A diferencia del algoritmo k-means, el método k-medoides utiliza el objeto
mas ceéntrico de un cluster para ser el centro del clister en lugar de tomar el valor
medio de los objetos de un clister. Por tanto el método k-medoides es menos
sensible al ruido y a los valores atipicos, pero el precio es un mayor costo
computacional. El siguiente algoritmo describe los pasos generales de los

algoritmos k-medoides:

4.1.2 Algoritmo de Reubicacion lterativa (RI)
El algoritmo de reubicacion iterativa generalizada se integra de 5 pasos:
Entrada: El nimero de cluster k, y una base de datos que contiene n
objetos.
Salida: Un conjunto de k clisteres que minimiza una funcién de criterio E.
Método:
1) elegir arbitrariamente k centros/distribuciones como solucion inicial;
2) repetir
3) (re)calcular la pertenencia de los objetos segun la solucién actual
4) actualizar algunos/todos los centros/distribuciones de los clUsteres
segun a las nuevas pertenencias de los objetos;

5) hasta que (no haya cambios en E).

El estado de inicializacion k-medoides y variantes es igual a Rl en el sentido
de la seleccién aleatoria de los k objetos como centro de los conglomerados
(grupos). De las propiedades de k-means, el clustering k-medoides toma el
procedimiento de asignar un objeto a su centro mas cercano y se resuelve en el
paso 4 del algoritmo RI haciendo que el paso 3 sea redundante, por tanto, una
mejora de K-medoides dista tanto de Rl como de k-medias en que como maximo,
se cambiara un centro en el paso 4 para cada iteracion. Este cambio de centro
debe dar lugar a una disminucion de la funcion criterio, que suele ser la funcion de
error al cuadrado en la minimizacion de distancias entre objetos y centroides y

utiliza implicitamente una medida de distancia (Han et al., 2001).
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Para desarrollar el paso 4, un algoritmo de k-medoides llamado PAM es
considerado (Kaufman & Rousseeuw, 1987). Entonces se itera a través de todos
los k centros de clUster e intenta reemplazar cada uno de ellos con uno de los
otros (n — k) objetos. Para cada uno de estos reemplazos, si la funcion de error
cuadrado denotada por E disminuye, el reemplazo tendra lugar haciendo que se
produzca la siguiente iteracion como lo hace el algoritmo RI. Si no se encuentra tal
reemplazo después de pasar por todos los k clusteres, no habra ningn cambio en
E, esto implica que el algoritmo termina con un 6ptimo local. Como PAM intenta
reemplazar cada uno de los k centros de cllster con uno de los (n — k) objetos y
cada uno de estos intentos resulta en (n — k) operaciones para calcular E, la
complejidad total de PAM en una iteracion es 0(k(n — k)?). Para valores grandes
de n, este calculo se vuelve muy costoso (Han et al., 2001).

Debido a su complejidad, PAM funciona muy bien para conjuntos de datos
pequefios, pero no se adapta bien a conjuntos de datos grandes. Esta afirmacion
justifica que se hayan elegido pruebas de tamafio pequefio para el analisis de esta
seccién. Cuando se tratan conjuntos de datos méas grandes, otras estrategias
deben ser desarrolladas. Por ejemplo, el problema de grandes cantidades de
datos en particionamiento por medoides, fue expuesto por Kaufman y Rousseeuw,
donde desarrollaron un método basado en el muestreo, llamado CLARA
(Clustering Large Applications) En esta propuesta, en lugar de tomar en
consideracion todo el conjunto de datos, se elige una pequefia porcion de los
datos reales como representante de los mismos. Los medoides se eligen a partir
de esta muestra utilizando PAM y la disimilitud media se calcula utilizando todo el
conjunto de datos. Si se evalua un nuevo conjunto de medoides que proporcione
una disimilitud menor que la mejor solucion anterior, se sustituye la mejor solucion

por el nuevo conjunto de medoides (Kaufman & Rousseeuw, 1987).

4.1.3 Alcances de K-medoides
Si bien, K-medoides consigue que los medoides sean el punto central de
cada cluster, también es se ha comprobado que es mas robusto en comparacion

con k-means. K-medoides encuentra a k como objeto representativo para
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minimizar la suma de las disimilitudes de los objetos de datos, mientras que k-
means utiliza la suma de las distancias euclidianas al cuadrado para los objetos de
datos. El programador debe utilizar sus talentos para disefiar una estrategia para
determinar que el objeto medoide se ubique “mas al centro”.

Los medoides son el objeto de datos del cliuster que se encuentra mas
centrado, conocidos en un sentido amplio como centroides. Los medoides se
seleccionan aleatoriamente de los objetos de datos K, para formar el cluster K,, y
los demas objetos de datos se colocan cerca de los medoides en un cluster.
Luego se procesan todos los objetos de datos del clister para encontrar nuevos
medoides de manera repetida para representar el nuevo cllster y que tenga mejor
estructura. Después de encontrar los nuevos medoides, se vinculan todos los
objetos de datos al cluster. La ubicacion de los medoides cambia en consecuencia
con cada iteracion. Asi se forman k,, clisteres que representan n objetos de datos.
En este epigrafe, k, es la notacion que se respeto de los autores en (Mark et al.,
2002).

4.1.3.1 Algoritmo K-medoides

Entrada: K,, (el namero de clisteres), un conjunto de datos que contiene n
objetos; Salida: Un conjunto de k,, clusteres.

e Seleccionar aleatoriamente k,, como medoides para n puntos de datos.

e Encuentre los medoides mas cercanos calculando la distancia entre los
puntos de datos n y los medoides k y asignar los objetos de datos.

e Para cada medoides m y cada punto de datos o asociado a m hacer

e Intercambiar m y calcular el coste total de la configuracion
Seleccionar el medoides con el menor coste de la configuracion.

e Si no hay cambios en las asignaciones, repetir los pasos 2 y 3

alternativamente.
4.1.4 Modelo PAM

PAM es un método no jerarquico donde el conjunto de datos es

particionado en un numero previamente especificado de k conglomerados (grupos
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o clusteres), luego iterativamente se asignan las observaciones a los
conglomerados hasta que se satisface algun criterio de parada (funcién a
optimizar), por ejemplo, que la suma de cuadrados dentro de los conglomerados
sea minima (Kaufman & Rousseeuw, 1987).

Como ya se ha repetido, la funcibn PAM esta basada en la basqueda de k
objetos representativos llamados medoids (medoides) entre los objetos del
conjunto de datos. Estos medoids son calculados tal que el total de disimilitud de
todos los objetos hacia su medoide mas cercano es minima: es decir, la meta es

encontrar un subconjunto {m, ... m;} < {1...n} que minimiza la funcién objetivo:

n
> mingey, e d(ime)
i=1

Cada objeto es asignado al conglomerado correspondiente del centroide
mas cercano. Esto es, el objeto i es colocado en el conglomerado v; cuando el
medoide m,,; esta mas cercano a i que cualquier otro medoide m,,, 0

d(i,m,;) <d(i,m,) paratodow =1, ...,k

Actualmente el algoritmo de PAM consta de 2 pasos:

1.- Construir los centroides iniciales

m, es el objeto con el mas pequefio Y.\, d(i,m,)

m,, disminuye el objetivo (1) tanto como sea posible

2.- Intercambio

Repetir hasta lograr convergencia y considerar todos los pares de objetos
(i,j) coni€{my,...,m} y j€{my,..,m} y hacer el intercambio i & j para
cualquiera que decrezca mas el objetivo.

La funcion objetivo de PAM depende de las disimilitudes entre los objetos,
por tanto esta funcion solamente necesita la matriz de distancias como entrada
(Struyf et al., 1997).
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Existen numerosos trabajos que detallan la eficiencia de PAM que incluso
se han incorporado en modelos de localizacidén-asignacion como la P-mediana y
comparado con los 6ptimos de OR-Library (Romero et al., 2019).

No obstante, el objetivo de este espacio es exponer la experiencia
computacional del algoritmo PAM (Particionamiento Alrededor de los Medoides)
con respecto a la P-Mediana cuando se contrastan sus propiedades para
establecer si existe semejanza algoritmica entre las dos propuestas. Entonces,
bajo la conjetura de que ambos algoritmos son equivalentes en la funcién objetivo
y la configuracion de los grupos que generan, se han escogido una serie de
pruebas para comparar los 6ptimos y centroides: 1) medoides PAM, 2) medianas
P-Mediana con Lingo y 3) centroides de PAM con el software R (Robert & Ross,
1993).

El experimento que apoya la hipétesis de equivalencia entre PAM y la P-
Mediana es una consecuencia de la observacidon hecha a distintas pruebas
aleatorias al conjunto de unidades geogréficas de la Zona Metropolitana del Valle
de Toluca (Bernabe, 2010). Por ejemplo, para una instancia especifica, la P-
Mediana fue utilizada para un encontrar p tamafio de grupos, y del mismo modo, el
Particionamiento se usé para hallar k grupos (k=p). En el ensayo se confirmé que
los costos objetivo de la P-Mediana y del Particionamiento eran los mismos. El
problema implicé procesar los datos para diversos tamafios de grupos, y asi, con
el fin de verificar si para distintas pruebas la funcion objetivo se mantenia igual
tanto para la P-Mediana como para el Particionamiento, se registré el tiempo, la
calidad de las soluciones y la estructura/configuracion de los grupos. En efecto, se
comprobé que tanto PAM como la P-Mediana proporcionan resultados

equivalentes.

Dada la importancia de la P-Mediana en este experimento, revisar su
modelo se hace necesario, pero en el siguiente volumen, se explica
cuidadosamente.

El problema de la P-Mediana considera lo siguiente: Se requiere particionar

un conjunto finito de objetos en exactamente p grupos. Cada uno de dichos grupos
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estara caracterizado por uno de los objetos, que es seleccionado como la mediana
del grupo y el subconjunto de objetos asignado a dicha mediana. Para cada par de
objetos se especifica una distancia y se requiere minimizar la suma de distancias

entre los objetos y las medianas a las que estan asignados:

Sea N = {1,...,n} el conjunto de objetos.

Para cada par (i,j), i € N, j € N, donde d;; significa la distancia (similitud)
entre los objetos i y j; y dado el nUmero p que denota el nimero de grupos, se
necesita particionar el conjunto N en p subconjuntos disjuntos, es decir, N =
UY_,Nyy N, n Ng =@, para todo r,s€({l,..,p}, r#s. A continuacion se
considera el siguiente modelo de programacion matemética para el problema. Se

definen las siguientes variables de decision:

_ {1, si el objeto i es seleccionado como mediana,
i 0, en otro caso.
y
v = {1, si el objeto j se asigna a la mediana, i,
Y 0, en otro caso.

El problema se puede modelar de la siguiente manera:

min  Z=> > dx ()

ieN jeN
sujeto a >x =1 jeN (2)
ieN
Zyi =P 3)
ieN
X; <Y, ieN,jeN 4
x; <{0,1} ieN,jeN (5)
y, <40,13 ieN ©)

Las restricciones (2) aseguran que cada objeto se asigna a una de las
medianas. La restriccion (3) asegura que se seleccionan p objetos como
medianas. Finalmente, las restricciones (4) a (6) aseguran que los objetos solo

puedan ser asignados a las medianas seleccionadas (Church, 2008).
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4.2 Analisis Computacional

Se busca demostrar computacionalmente que bajo mismas condiciones,
PAM vy la P-Mediana son modelos equivalentes. Se puede comprobar este
supuesto si se comparan los resultados en al menos dos propiedades: costo de la
funcién objetivo y configuracién de la particion resultante.

Conviene aqui subrayar que el propésito de demostrar la equivalencia entre
Pam y la P-Mediana responde a una reflexion personal que rodeaba un problema
de localizacion y disefio de territorio que se podia atender con la P-mediana pero
también con el Particionamiento clasico porque se identificaron resultados
similares para ambos modelos, de este modo, se examinaron las metodologias
mas utilizadas en el Particionamiento territorial, donde destacan los modelos de
localizacidn-asignacion (“location-allocation”) que utilizan a la P-Mediana y los de

Particionamiento de conjuntos (“set partitioning”).

En el caso particular de disefio de territorio, el Particionamiento territorial se
modela como un problema de la P-Mediana, incluso el Particionamiento se puede
resolver como un problema de la P-Mediana o bien, la P-Mediana usa el
Particionamiento para su solucion (aun cuando los métodos exactos no son una
alternativa). Como consecuencia, se dice que cuando dos algoritmos son
equivalentes, la decisibn de escoger uno de ellos se centra en valorar que
algoritmo genera mayor calidad de las soluciones en el menor tiempo de cémputo
(aunque sus valores objetivos difieran en milésimas). Entonces, desde ese
enfoque y con la finalidad de probar el comportamiento de PAM vs. P-Mediana
para determinar su semejanza, se construyo un experimento simple que contrasta
4 aspectos fundamentales y que garantizan computacionalmente la semejanza
planteada: 1) funcién de costo, 2) centroides similares, 3) costo computacional y 4)
configuracion de los grupos.

Se dice informalmente que PAM crea particiones donde cada grupo de la
particion tiene un “centro” llamado medoide, el cual atrae a los objetos que
minimizan su distancia hacia el medoide a través de la funcion de costo. El desafio

consiste en retar a PAM con otro algoritmo cuya “semantica algoritmica” genere
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los mismos resultados. En este contexto, se escogié el modelo de la P-Mediana, el
cual posee un método equivalente si se considera lo siguiente: Se requiere
particionar un conjunto finito de objetos en exactamente p grupos. Cada uno de
dichos grupos estara caracterizado por uno de los objetos que es seleccionado
como la mediana del grupo y el subconjunto de objetos es asignado a dicha
mediana. Para cada par de objetos se especifica una distancia y se requiere
minimizar la suma de distancias entre los objetos y las medianas a las que estan
asignados.

De acuerdo a lo anterior, estamos situados en evaluar 2 algoritmos
ampliamente citados y conocidos en la literatura para medir-comparar las
caracteristicas que se han reconocido semejantes: costo de la funcion objetivo y
configuracion de los grupos. Ambos algoritmos son formulados también como
métodos y se les conoce en términos amplios como de localizacion-asignacion y
de clasificacion por particiones (P-Mediana y PAM respectivamente).

El experimento se ha disefiado vigilando que el costo de coOmputo sea
razonablemente justo para ser comparado por los dos algoritmos en cualquier
equipo de cOmputo, incluyendo una portatil. En este punto, se analizaron las
limitaciones del software Lingo (utilizado para computar la P-mediana), y que en la
version estudiantil, Lingo genera hasta 50 variables enteras. Ese tamafio de
prueba fij6 en el experimento el nimero de datos (369 objetos geograficos). En
estas condiciones, se puede probar imparcialmente la P-mediana con Lingo, PAM
con el software estadistico R y PAM con un lenguaje de alto nivel usando el mismo
tamafio de los grupos en la entrada del algoritmo.

Lingo da solucién a la P-Mediana con Branch and Bound (B&B), y por tanto,
genera un valor exacto en el resultado de la funcion objetivo e implicitamente,
produce una particion donde el centro de cada particion es la mediana. Respecto a
PAM, el algoritmo construye una particibn bajo un esquema exhaustivo-
combinatorio y se asume que en este ambiente computacional, PAM y P-Mediana
son algoritmos equivalentes en los siguientes puntos: 1) utilizan en la entrada de
datos una matriz de distancias y el numero de k de grupos, 2) generan una

particion, 3) usan la misma funcién de costo, 4) cada centro de los grupos que

78



componen la particion persiguen que se asocien al centroide los objetos que
minimicen su distancia respecto a él. (Basicamente la equivalencia se prueba en el

punto 2 y 3, los demas puntos son t4citos).

4.2.1 Resultados de las pruebas de computo

Las tablas 1 a 5, concentran los resultados de las pruebas hechas a la P-
Mediana con Lingo, a PAM con un algoritmo de clasificacion por particiones
combinatorio y PAM con el software R. Se observa que los resultados no son
“‘exactamente iguales”, excepto en la tabla 4. La diferencia “épsilon” en la funcién
objetivo no constituye una razén para afirmar que los algoritmos no sean
equivalentes, en realidad la distancia del valor entre los respectivos valores de las
funciones de costo se justifica por el célculo numérico en la aproximacion o

truncamiento del respectivo software.

Tabla 1
Pruebas de rendimiento con los centros de cada grupo

P-Mediana con (B&B) (Lingo) PAM
Tiempo . Tiempo .
K  Costo (Segundos) Medianas Costo (Segundos) Medoides
252,72, 132,
4 1116330 1383.21 72,95, 132, 283 11.16329 O 283
21,196, 1, 314
1, 21, 29, 46, 70, i " ’
8 5.995200 1941.34 90, 113, 314 5.9951 3 307, 46, 113, 90
296, 123, 149,
27, 46, 63, 82, 91, 129, 27, 63, 181,
12 3.934600 2547.67 111, 128, 142, 3.9392 60 91, 267, 257,
155, 257, 267, 322 108, 142
7,36, 47, 50, 51, 116, 186, 132,
54, 63, 75, 87, 90, 329, 20, 142, 63,
102, 111, 114, 50, 215, 210,
24 1.721400 2165.05 116, 119, 135, 1.7219 75 250, 119, 135,
159, 186, 195, 307, 36, 159, 53,
210, 264, 272, 264, 272, 7, 311,
307, 311 114, 102, 111,

En la tabla 2, se observan las medianas y los medoides para la P-Mediana
y PAM respectivamente. Por ejemplo, para k=4 la mediana=95 y el medoide=252
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son los unicos centroides que no coinciden. De la misma manera para k=24, las
medianas 47, 51, 54, 75, 87, 90 son distintos a los medoides 20, 53, 132, 142,

215, 250, 329; el resto de los objetos son iguales.

Tabla 2

Medianas vs Medoides

k=4
72 72 1 1 27 27 7 7
95 21 21 46 20
132 132 29 63 63 36 36
252 46 46 82 47
283 283 70 91 91 50 50
90 90 108 51
113 113 111 53
196 123 54
307 128 63 63
314 314 129 75
142 142 87
149 90
155 102 102
181 111 111
257 257 114 114
267 267 116 116
296 119 119
322 132
135 135
142
159 159
186 186
195
210 210
215
250
264 264
272 272
307 307
311 311
329
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En la gréfica de la figura 3, se aprecia la “igualdad” de los 6ptimos para
PAMy la P-Mediana de 4, 8, 12, 24, 30, 35, 47, 55, 66, 71, 89, 103, 150, 174.

Figura 3

Grafica de rendimiento entre PAM y P-Mediana

COSTO DE SOLUCION: PAM P-MEDIANA
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En la figura 4 se observa que el costo computacional de PAM es mejor

hasta k=66 grupos con respecto a Ramificacion y Acotamiento en Lingo.

Figura 4

Comparacion del costo computacional
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Los resultados de PAM con un lenguaje de alto nivel y PAM con R vs. P-

Mediana en Lingo, tienen una diferencia en los 6ptimos casi despreciable.

El valor objetivo y la diferencia entre ellos se ha registrado en la siguiente

tabla 3.
Tabla 3
Comparacion de éptimos PAM con visual, PAM con R y P-mediana con Lingo
K PAM Lingo Lingo-PAM R R-PAM
4 11.16329 11.1633 -0.00001 11.1677 0.00441
8 5.9951 5.9952 -0.00010 5.9992 0.0041
12 3.9392 3.9346 0.00460 3.9393 1E-04
24 1.7219 1.7214 0.00050 1.7516 0.0297
30 1.306399 1.3039 0.00250 1.3095 0.003101
35 1.0715 1.0688 0.00270 1.0713 -0.0002
47 0.7409 0.7372 0.00370 0.7538 0.0129
55 0.6012999 0.5955 0.00580 0.601 -0.0002999
66 0.4559999 0.4467 0.00930 0.4483 -0.0076999
71 0.3945 0.3943 0.00020 0.3962 0.0017
89 0.2681 0.267 0.00110 0.2694 0.0013
103 0.2049 0.2037 0.00120 0.205 1E-04
150 0.0866 0.0863 0.00030 0.088 0.0014
174 0.0583 0.0578 0.00050 0.0584 0.0001

En la siguiente tabla se especifica que tanto PAM como la P-Mediana

tienen exactamente el mismo costo objetivo para k=5:

Tabla 4

Comparacion entre los dos costos de solucion idéntica para k=5

PAM Lingo PAM =Lingo  Resultado
6.88E-02 6.88E-02

0.068 =0.068 Iguales
(0.06879999) (0.0688)
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Figura5

Limites superior e inferior de los costos para PAM y P-Mediana
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En la figura 5 es evidente la diferencia minima de los costos objetivos para
los algoritmos evaluados, lo que implica que se mantiene la conjetura de la

equivalencia para PAM y P-Mediana.

La tabla 5 muestra el registro de la prueba que alcanzé exactamente el
mismo Optimo e incluso los mismos grupos con sus respectivos centros para

ambos algoritmos con k=5.

Tabla 5

Grupos con sus respectivos centros

PAM P-Mediana

K Cluster Medoide Elementos del grupo Mediana Elementos del grupo

1 3 12,4 3 12,45
2 28 15,19,22,23,26,27 14 16,17,20,21,24
5 3 14 16,17,20,21,24 18 11,13
4 18 11,13 25 6,7,8,9,10,12,29,30
5 25 5,6,7,8,9,10,12,29,30 28 15,19,22,23,26,27
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Después de analizar distintas particiones de la P-Mediana en Lingo y PAM,
se tienen conclusiones que quizad muchos investigadores han observado, por
ejemplo, la incapacidad de Lingo para generar soluciones a problemas grandes
debido a la gran cantidad de variables que genera el algoritmo implicito de
Ramificacion y Acotamiento. En este documento, la instancia corresponde a 469
objetos geogréficos de una zona metropolitana. Con el fin de que Lingo pudiera
competir justamente con PAM, se identificé previamente que Lingo solo soporta
hasta 369 objetos.

Por otra parte, los algoritmos en PAM son de caracter combinatorio.
Sabemos que un problema es de optimizacién combinatoria (OC) si en ellos las
variables de decisién formadas por vectores X sélo admiten valores enteros y su
espacio de soluciones factibles Q) esta formado por permutaciones o subconjuntos
de nimeros naturales.

Respecto a la P-Mediana, tiene ciertas ventajas, por ejemplo, puede ser
resuelta con algun optimizador como Lingo que usa el algoritmo de Ramificacion y
Acotamiento que alcanza una solucién exacta, pero las restricciones de los
optimizadores para resolver la P-Mediana se enfrentan al nimero de variables que
se generan por el algoritmo del modelo entero-binario. Un dilema que los
investigadores tienen en problemas de esta magnitud consiste en optar por dejar a
un lado el software de optimizacion y programar el modelo de la P-Mediana con
algun lenguaje de propésito general. Generalmente la P-Mediana es
implementada con las caracteristicas del Particionamiento clasico, siempre que no
sea necesario incorporar meétodos heuristicos para conseguir una solucidon
aproximada.

En la literatura se encuentran distintas maneras de expresar tanto el
Particionamiento como la P-Mediana, incluso con distinta notacion pero todas las
descripciones tienen la misma intencion: crear grupos con un centroide tal que la

distancia a cualquier otro objeto del conjunto de datos sea minima.

Hasta este momento, esta muy claro que los centroides en la P-Mediana

son las medianas, y tal concepto no debe confundirse con la mediana estadistica.
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En la P-Mediana, las medianas son la generalizacion de la mediana conocida
comunmente como una medida estadistica descriptiva. Es decir, la P-Mediana usa
la mediana geométrica de un conjunto discreto de puntos o datos de una muestra
en un espacio euclideo y es el punto (centro), el que minimiza la suma de las
distancias a los puntos de la muestra, por tanto, se generaliza asi el concepto de
la mediana estadistica. El significado de esta mediana se centra en la propiedad
de minimizar la suma de distancias para datos unidimensionales y también
proporciona una medida de tendencia central en dimensiones superiores. En estas
condiciones, es razonable afirmar que la mediana geométrica es un estimador de
localizacion en estadistica, incluso también es un indicador estandar en la
resolucion del problema de localizacion de instalaciones, donde modela el
problema de localizar una instalacion para minimizar el costo del transporte (Wolf,
2012).

Formalmente para un conjunto dado de m puntos x4, x5, ... x,, con cada € R"

la mediana geométrica se define como Argmin)“,|lx; —yll,, donde Argmin
YER™

significa el valor del argumento y que minimiza la suma. En este caso, es el
punto y desde donde la suma de todas las distancias euclidianas a x; es minima.

Esta afirmacion defiende que la mediana geométrica sea la parte sustancial
del modelo de la P-Mediana y de forma analoga, que se ajuste como el medoide
en el Particionamiento, que desde luego se suman a las restricciones; esto es,
recuérdese que una particibnde un conjunto A estd formada por los
subconjuntos A4, 4,, ... 4,, los cuales deben cumplir:

e Que la union de todos los subconjuntos sea igual al conjunto dado A; U

A,U..UA, =4

e Que todos los subconjuntos sean disjuntos entre si y que ningun
subconjunto sea vacio.

Estas condiciones implican que el Particionamiento para un conjunto de
datos se plantea matematicamente como la P-Mediana y viceversa, en otras
palabras, ambos modelos comparten que la funcién objetivo se comporte de la
misma manera. Los medoides de PAM, al ser centros de grupos, permiten al

investigador elegir a su criterio la mejor manera de colocar los medoides en el
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centro de los clusteres y asi, coincide con la definicion de mediana geométrica,
que es el centro de los grupos en el modelo de la P-mediana. Finalmente los
centros de ambos algoritmos concuerdan (medianas=medoides).

Revisando los costos de los resultados que arrojaron los métodos
presentados, estos valores son iguales con una discrepancia muy pobre que se
justifica por la precision de las cifras significativas aritméticas en el truncamiento y
aproximacion. Este conflicto se puede resolver en la implementacion de PAM con
algiin método numérico como Newton-Fourier, Biseccién o Punto fijo, por ejemplo;
pero en Lingo, desconocemos la manera en que aproximan o truncan los
decimales en la funcion de costo. Entonces se afirma que ahi habita la diferencia
del épsilon entre los valores de las funciones objetivo de PAM y P-Mediana en
Lingo. Sin embargo, las normas IEEE en el estandar 754, dictan que los softwares
comerciales definen 3 formatos de punto flotante (32, 64, y 128 bits), por tanto, se
puede arreglar el problema de aproximacion en PAM y de este modo conseguir
que los valores objetivos sean exactamente iguales (Institute of Electrical and
Electronics Engineers (IEEE), 2019).

En relacion a la diferencia de los centros de los grupos, es mas sencillo
explicarlo porque PAM ofrece sélo una solucion y esto no quiere decir que sea la
Unica, es muy probable que se generasen mas optimos. En otras palabras, en un
algoritmo combinatorio como PAM, se produce mas de un Optimo global. En
particular, cuando en la implementaciébn se comparan soluciones y estas son
iguales, el programador escoge cualquiera de ellas porque todas las soluciones
optimas generadas son “igual de buenas”. Esto implica que una de ellas coincidira
con precision con la solucion exacta que resulta de la P-mediana codificada en
Lingo y otras veces no seran iguales, pero esto no significa que no exista tal

Optimo de la P-mediana en PAM.
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Capitulo 5. P-Mediana y Particionamiento

5.1 La P-Mediana y el problema de Conglomerado o Particionamiento en la
Investigacion de Operaciones

Cuando un problema de Diseilo Territorial (DT) es modelado bajo
condiciones del Particionamiento clasico, tal problema suele llamarse
Particionamiento Territorial (PT) debido no solo a la modelacion, también a la
solucion computacional que utiliza técnicas algoritmicas de clasificacion por
particiones. En este caso, el Particionamiento puede verse como una metodologia
algoritmica considerando que el problema implicito de DT debe satisfacer criterios
de compacidad y conexidad, cuya notacién aqui es CC_DT.

En la literatura se pueden hallar modelos de Particionamiento de conjuntos
muy parecidos entre si, los cuales consiguen ajustarse al CC_DT 2,
Especificamente, el Particionamiento para el caso de problemas territoriales
consiste en agrupar pequefas areas geograficas llamadas unidades basicas en un
numero dado de grupos mas grandes denominados territorios. Esta descripcion
requiere de un modelo para su solucion, siendo la definicién de particién discreta
la que se adecua para propdsitos de este capitulo.

Obsérvese que la definicion de disefio de zona (DZ) y particion comparten
propiedades en su definicion, es decir, las restricciones del problema de disefio de

zonas son similares a las caracteristicas del problema de clustering °.

18 Noétese que solo se mencionan a los modelos de Particionamiento y se excluyen los
modelos de clasificacion jerarquica, no porque su utilidad sea irrelevante, sino porque este
apartado se dedica al modelo de Particionamiento en DT. Por otra parte, clustering, agrupamiento,
y conglomerado se refieren a la accion de agrupar en un sentido amplio y se toman como
sinénimos cuando no tienen “apellido”.

19 Disefio de zonas, disefio territorial, disefio de territorio en un sentido pragmatico,
comparten la misma semantica, incluso zonificacion o regionalizacion (Kalcsics et al., 2005) (Hess
et al., 1971) (Zoltners & Shina, 1983).
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Definicion. Sea el conjunto inicial de unidades de area X = {xq,x5, ..., X5}
donde x; es la ith unidad de area. El numero de zonas es denotado por k y Z; es el
conjunto de todas las unidades de area que pertenecen a la zona Z; (Shirabe,
2005). Entonces:

Z;# Pgparai=1..k, (1)
ZiNZ=0 parai#jy (2)
Ui Zi =X (3

Por tanto, (1), (2) y (3) constituyen el conjunto de “restricciones
equivalentes” tanto en el clustering como en el disefio de zonas.

Se establece que estos criterios cumplen de forma indirecta al menos la
compacidad geométrica, aunque en distintos problemas resueltos
computacionalmente, se ha observado graficamente que compacidad y conexidad
se satisfacen. En otros casos, se ha identificado en mapas que la contiglidad
también se cumple, pero esta observacion visual es valida solo para algunas
aplicaciones como lo es la P-mediana y no se garantiza que la contiglidad sea
alcanzada, incluso algunos autores ya han advertido que la inclusion de
contiglidad representa un problema mas complejo (Macmillan, 1994).

Definicién. Una particion de un conjunto A de n elementos en k pares, es
una familia de k subconjuntos disjuntos no vacios de A4, tales que su unién es el
propio conjunto A, de esta forma Ay, ... , A, son los subconjuntos de la particién,

entonces se cumple:

A # 0 1)
A UA, U... UAL=A (3)

5.2 Problema de Particionamiento territorial como un problema de la P-
mediana

Una aplicacion de DT que puede ser empleada como metodologia cuando
se tratan criterios de compacidad y conexidad, son los modelos de localizacion-

asignacion. Particularmente la P-mediana es utili en estas condiciones
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independientemente del enfoque de investigacion de operaciones (entero-binario)
o del problema combinatorio (abordado con metaheuristicas) 2% 20-1,

El problema de la P-mediana ha sido ampliamente estudiado en la
literatura. En (Reese, 2006) se puede encontrar una excelente revision de
metodologias para resolver la P-Mediana de forma aproximada y exacta o a traves
de grafos 2.

Los problemas de Particionamiento Territorial tienen aplicaciones diversas
como son la identificacion de distritos politicos, distritos escolares, instalaciones de
servicios sociales, territorios comerciales, localizacion-asignacion, etc. (Kalcsics et
al., 2005) (Hess & Samuels, 1971) (Zoltners & Shina, 1983). En muchos trabajos,

20 Cuando se habla aqui de modelo, se refiere a la representacion matematica del
problema y se traduce a una metodologia siempre que los puntos del modelo se respeten y se
adapten a una serie de instrucciones. Esto conduce a la eleccion de técnicas adecuadas que
respondan al modelo, de tal modo que se identifiquen algoritmos candidatos para su solucién y
consecuentemente, evaluarlas para dar respuesta al modelo. Sin embargo, alguna variante en el
modelo que no cambie el significado, implica una metodologia razonablemente distinta pero que
lleva a la misma solucién, se dice asi que el modelo de la P-mediana basico es el mismo en toda la
literatura, aunque la metodologia y la propuesta de algoritmo que se plantean para su solucién sea
distinta pero buscando el mismo resultado.

201 por ejemplo, cuando se utilizan distintas metaheuristicas para dar respuesta a la P-
mediana en el modelo combinatorio, las soluciones no son exactamente las mismas dado que son
aproximadas, pero siempre se busca que tales aproximaciones sean cercanas al 6ptimo, o en el
mejor de los casos al valor exacto. Para valorar las implementaciones, las instancias de prueba de
la P-mediana se encuentran en el sitio web OR-Library.
(http://people.brunel.ac.uk/~mastjjb/jeb/info.html)

21 La p-mediana puede establecerse en términos de grafos como: Sea G = (V, E) un grafo
no dirigido donde V es el conjunto de n vértices y E es el conjunto de aristas con un peso asociado
que puede ser la distancia entre los vértices d;; = d(v;, v;) para toda i,j = 1,..,n de acuerdo a
determinada métrica, entonces con las distancias se forma una matriz simétrica, entonces se debe

encontrar V, €V tal que |V;,| = p , donde p puede ser o bien variable o fijo, y que la suma de las
distancias mas cortas de los vértices en {V —1;,} a su vértice mas cercano en V, se reduce al

minimo.
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se utilizan criterios geograficos de medidas de adecuacion de las soluciones. Los
criterios comunmente utilizados son la compacidad, conexidad y la contigtidad. De
acuerdo con Kalcsis, un territorio es geograficamente compacto si tiene forma
aproximadamente redonda y no esta distorsionado, pero no existe una definicion
rigurosa del concepto (Kalcsics et al., 2005).

En muchos problemas de caracter territorial, se acostumbra a utilizar como
medida de compacidad la suma de distancias entre las unidades basicas en R? y
el centroide al que estan asignadas. Con al menos esa propiedad y respetando la
teoria de la P-mediana, se modela el problema como la P-mediana y se asume
que se satisface indirectamente conexidad y compacidad geométrica e incluso
contiguidad, situaciébn que debe formularse y demostrarse de acuerdo al caso

especifico.

5.3 Analisis del problema de conglomerado como uno de optimizacién

Sea el conglomerado un problema de agrupamiento por particiones,
entonces dado un conjunto de n objetos denotado por X = {xq, x5, ..., x,} €n que
x; € RP? sea k un numero entero positivo conocido apriori, el problema de
clustering consiste en encontrar una particion:

P = {Cy,Cy, ..., C} de X, siendo C; un conglomerado (grupo) conformado por
objetos similares, satisfaciendo una funcién objetivo f: R? - R , y las condiciones:
C;NC=0parai#jyUfi,¢=X

Para medir la similaridad entre dos objetos x, y x;, se usa una funcion de
distancia denotada por d(x,, x3), siendo la distancia euclidiana la mas popular

para medir la similaridad. Asi la distancia entre dos diferentes elementos

x; = (Xi1, -, Xip) Y Xj = (Xj1, »Xjp)

€s d(xirxj) = \/ZZD—1(xil — Xxj1)?

Los objetos de un conglomerado son similares cuando las distancias entre

ellos es minima; esto permite formular la funcidbn objetivo f, como

?=1inecjd(xi:fj) (1)
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Es decir, se desea minimizar (1); donde X, conocido como elemento
representativo del conglomerado (grupo), es la media de los elementos del

conglomerado C;, X, = ﬁz x; € G (2)
]

Y corresponde al centro de conglomerado. Bajo esas caracteristicas, el
clustering es un problema de optimizacion combinatoria, y ha sido demostrado que
es NP-dificil.

5.4 Enfoque clasico P-mediana

La P-mediana consiste en que dado un conjunto de puntos (o ubicacion de
consumidores) y una matriz de distancias (0 costos) entre todos y cada uno de los
puntos, se elegen p puntos (o ubicacion de las instalaciones) con el propdsito de
minimizar la suma de las distancias de todos los puntos al “punto elegido mas
cercano”. En 1970 ReVelle and Swain presentaron la primera formulacién de
programacion entera para el p-median problema citado por Church (2003)
(Church, 2008) (Drezner, 1995) (Daskin, 1995) (ReVelle & Swain, 1970). En
general el problema de la p-mediana se puede ser expresado matematicamente
como un problema de optimizacion discreta.

Primero se denota a la matriz de distancias como d;;, que expresa la

ijs
distancia entre los puntos potenciales de ubicacion i y los puntos de demanda j.
La variable binaria x;; corresponde a la asignacion o no asignacion de los puntos
de demanda j a la instalacion i. La variable binaria y; indica que una instalacion se
establece en el punto i 0 no. El planteamiento como un problema entero binario es

de la forma siguiente:

Sean _ {1 Si el punto j se asigna al punto i
0 en otro caso;
_ {1 Si en el punto i se ubica una instalacion
Y 0 en otro caso;

n

Z dijxij (a)

j=1

I
Mw

[y

l:
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sujeto a inj =1 Vj=12,...,n (b)

=1
n
inanyi Vi=12,...,k; (©)

Zk:yi =p (d)

Donde k es el nimero de vértices potenciales donde se puede localizar una
mediana generalmente k =n, p es el nimero fijjo de medianas requeridas. La
ecuacion (a) es la funcion objetivo que minimiza la distancia del sistema, la
restriccion (b) establece que cada punto de demanda sélo puede ser asignado a
una instalacion, la restriccidbn (c) establece que la asignacion de puntos de
demanda a cada una de las instalaciones o medianas y finalmente la restriccion
(d) garantiza que de entre los k puntos potenciales de ubicacion se eligen

exactamente p.

1 si r es asignado a j

Prueba. Definimos,u;, = {
0 en otro caso

Como cada punto pertenece a un Unico grupo, se satisface Zleujr =1

Ademas,},, e ¢ d(xi,a?J) =y, ujrd(xi, 9?])

Entonces Xf-; Xy ec, d(xi, ) = Xfoy Dieq wird (%0, X))

Si el problema lo interpretamos como puntos potenciales de ubicacion j y
los puntos de demanda r. La variable binaria u;. corresponde a la asignacion de
los puntos de demanda r a la instalacion j o no. La variable X, se puede

interpretar como una instalacion se establece en el grupo ;.

(1 en la instalacion X%,
Yi =
0 en otro caso

Entonces se satisface ¥f_,y; =k v X u, =ny;

En conclusion, se cumplen todas las hipétesis del modelo de la P-mediana

y viceversa.
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5.5 Transformacion de Modelo del problema de la P-mediana de

programacion entera binaria a optimizacién combinatoria

Es de interés mostrar la transformacion del problema de la P-mediana del
modelo de programacion entera binaria a uno de optimizacion combinatoria.

Para implementar una clase de algoritmos de aproximacion en la busqueda
de soluciones a los problemas NP-duros, se debe plantear como un modelo de
optimizacién combinatoria y el problema de la P-mediana es NP-duro (Kariv &
Hakimi, 1979).

El problema de la P-mediana es el correcto en la solucion de problemas de
localizacion, de disefio territorial, particionalmento de conjuntos, de disefio de
cluster, entre otros y es necesario implementar métodos de busqueda de
soluciones como las metaheuristicas (Daskin, 1995).

A las aplicaciones de los problemas de localizacion les corresponde
resolver la ubicacién de una o varias instalaciones, de tal manera que se optimice
uno o varios objetivos, tal es el caso de costo de transporte, servicio a los clientes,
particion del mercado, etc. El estudio de los problemas de localizacion involucra
muchos campos del conocimiento como investigacion de operaciones, ciencias de
la administracion, ingenieria industrial, ciencias de la computacién, planeacion
urbana y distintas areas relacionadas. Entre las aplicaciones al disefio de redes
logisticas se encuentran el disefio territorial, ubicacion de almacenes, plantas de
produccion, plantas de ensamble, hospitales, estaciones de bomberos, estaciones
de policia, escuelas, etc.

Para mostrar la transformacion del modelo matematico del problema de la
P-mediana como uno de programacion entera binaria a uno optimizacién
combinatoria, se tiene la siguiente nomenclatura:

PPM= problema de la p-mediana

PPEB=problema de programacioén entera binaria

POC-= problema de optimizacién combinatoria
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Primero es importante una introduccidon al modelo de optimizacion
combinatoria de la P-mediana. Sea el problema de la P-Mediana (PPM) de la
siguiente manera:

Dado un conjunto de n vértices de un grafo en el plano denotado por V' =
{1,2,..,n}, |V| =n, el objetivo es encontrar un subconjunto de vértices L € V,
con |L| = p de potenciales ubicaciones de las medianas tal que la distancia media
total del disefio sea minima. Decimos que este planteamiento es de tipo Problema
de Optimizacion Combinatoria (POC) ya que el espacio de factibilidad Q del PPM
son todos los subconjuntos L de cardinalidad p de un conjunto de cardinalidad n,

conp < n, esto es:

n! n
20 = =i = ()

En general, una instancia para el PPM es denotada por PPM (n,D,p),
donde n es la cardinalidad del conjunto V, p es la cardinalidad de los subconjuntos
obtenidos y D = (d;;) es la matriz de distancias entre todos los pares de vértices
deV.

Segundo, sea el problema de la P-mediana visto como un modelo entero-
binario, entonces el modelo matematico del PPEB del PPM se desarrolla como
sigue:

El PPM sobre un grafo se puede expresar matematicamente como un

problema de programacién entero binario (PPEB) de la forma: (Church, 2003).

1 Si el vertice j se asigna al vertice 7
Sea xl-j = .
0 en cualquier otro caso
_ (1 sielvertice i es una mediana
Seay; = laui
0 en cualquier otro caso

k n
j=1

i=1
k

sujeto a inj =1 Vj=1,..,n 2)
i=1
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n
inanyi vi=1,..,k 3)

Zyi =p 4)

La ecuacion (1) es la funcion objetivo con variables de decision x;; y y;
binarias. EI nimero de vértices potenciales donde se puede localizar una mediana
es k y generalmente k = n. El numero fijjo de medianas requeridas es p. Las
restricciones (2) garantizan que todo vértice tiene asociada una mediana. Las
restricciones (3) indican la distribucion de los vértices a las medianas. Las (4)

determina el nimero de medianas.

5.5.1 El procedimiento para la transformacion a través del analisis de un
caso
El PPM como problema de programacion entera binaria PPEB tiene un

espacio de factibilidad del tipo exponencial 2" y como un POC es (Z)

Entonces se define una transformacion T: 2" — (p)

Consideremos un caso de un grafo de n = 17 vértices, es decir,
V = {1,2,..,17} ilustrado en la figura 6, cuya solucion se determiné por el modelo
PPEB que se observa en la figura 7. Los resultados con un costo C determinados

por la funcion objetivo de la ecuacion (1), se representan en las siguientes figuras:

Figura 6
Grafo de 17 vértices
1 * 21 3. 4’
G i
Se .. G
11+ 1d
12 14 13
15* « 10
17
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Figura 7

Casoden = 17conp = 4

1 2 3 4

11 1
14 1\
]%-/' 16

17
Tabla 6
Soluciones binarias
Solucién binaria Mediana Grupo
Xe1 =1, X0 =1, x5 = 1, X9 = 1,x611 = 1 6 6,1,2,59 11
X753 =1,%7, =1, x:6 =1,x710=1 7 7,3,4,8,10
X512 = 1,%1514 =1,%1517 =1 15 15,12, 14,17
X1316 = 1 13 13,16

La soluciébn se muestra en la tabla 6 y la solucion binaria determina las
medianasenys =1,y;, = 1,y;5 = 1,y;3 = 1.

La consecuente solucion combinatoria conseguida con un algoritmo
enumerativo de Particionamiento, son los “centroides” L = {6,7,13,15}. Dicha
solucién tiene un costo C obtenido de la suma de las sumas de las distancias de
las “medianas”, ahora expresadas como centroides a sus vértices asociados, es
decir

C = d(6,1)+d(6,2) +d(6,5)+ d(69)+ d(6,11) + d(7,3) + d(7,4) + d(7,8)
+ d(7,10) + d(15,12) + d(15,14) + d(15,17) + d(13,16).

La instancia de prueba para el problema combinatorio de la P-Mediana
(17, D47,17,4) ha mostrado la equivalencia entre las soluciones del PEB y el POC
para el PPM.

Desafio: Generalizar la transformacion.
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