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UNIDAD 1. MATRICES

UNIDAD 1. MATRICES

1.1 ;Dénde surgieron las matrices?

De acuerdo con Rosales (2009), los comienzos de las matrices y los
determinantes datan del siglo II a.C, aunque hay indicios desde IV siglos a. C, sin
embargo, no fue hasta fines del siglo XVII que las ideas reaparecieron y se
desarrollaron con fuerza. Los comienzos de las matrices y los determinantes surgen
a través del estudio de sistemas de ecuaciones lineales. En Babilonia se estudiaron
problemas que involucraban a ecuaciones lineales simultaneas y algunos de estos
son conservados en tabletas de arcilla que permanecieron en el tiempo. Por ejemplo,

una tableta que data alrededor de 300 afios a. C, contiene el siguiente problema:

Hay dos terrenos cuya drea total es de 1800 metros cuadrados. Uno produce
granos en una proporcion de 2/3 de una medida por yarda cuadrada mientras el
otro produce granos en una proporcion de 1/2 de una medida por metro cuadrado.

Si la produccion total es 1,100 medidas, ;Cudl es el tamano de cada terreno?

Entre los afios 200 y 100 a.C aparece en China el libro Nueve Capitulos sobre
el Arte Matemadtico, escrito durante la dinastia Han, que da el primer ejemplo

conocido de método matricial. El problema es parecido al anterior:

Hay tres tipos de trigo, de los que tres sacos del primero, dos del segundo y
uno del tercero hacen 39 medidas, dos del primero, tres del segundo y una del
tercero son 34 medidas; una del primero, dos del segundo y tres del tercero son 26

medidas. ;Cudntas medidas de cada tipo de trigo contiene un saco?
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UNIDAD 1. MATRICES

El autor distribuye los coeficientes en una tabla e instruye como resolverlo

con operaciones por columnas en lo que puede suponer el germen del método de

Gauss.

1 2 3
2 3 2

26 34 29
0 0
5
8 1
39 24 39
0 0 3
0 5 2
36 1 1
99 24 39

El autor dice que multiplicando la primera columna por
tres y restandola de la tercera es el camino mas rapido,
asi como, multiplicar la columna central por tres y

restarla de la de la derecha las veces posibles:

El siguiente paso es multiplicar por 5 la ultima columna y

entonces la columna central es restada de ella las veces

posibles.

De aqui se puede obtener la solucion por sustitucion.

Libro Matrices y Software R
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El término matriz aparece, por primera vez hacia el afio 1850, siendo introducidas
por el inglés James Joseph Sylvester, quien definié las matrices como un arreglo
cuadrilongo de términos. Sylvester observo como algunas matrices contenian
dentro de ellas varios determinantes representados como arregles cuadrados. Asi
mismo, Cayley public6 en 1958 Memoria sobre la teoria de Matrices, donde
introdujo la notacién matricial, como forma abreviada de escribir un sistema de m

ecuaciones lineales con nincégnitas.

Las matrices se utilizan para multiples aplicaciones y sirven, en particular,
para representar los coeficientes de los sistemas de ecuaciones lineales o para
representar las aplicaciones lineales; en este dltimo caso las matrices desempefian
el mismo papel que los datos de un vector para las aplicaciones lineales. Pueden
sumarse, multiplicarse y descomponerse de varias formas, lo que también las hace

un concepto clave en el campo del algebra lineal.
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1.2 ;Qué es una matriz?
Las matrices y los determinantes son herramientas del dlgebra que facilitan

el ordenamiento de datos, asi como su manejo. Una matriz es una tabla
bidimensional de numeros en cantidades abstractas que pueden sumarse y

multiplicarse.

Las matrices se utilizan para describir sistemas de ecuaciones lineales, y
registrar los datos que dependen de varios parametros. Las matrices se describen

en el campo de la teoria de matrices.

Una matriz es un arreglo rectangular de nuimeros, que se encuentran
ordenados en filas y columnas. De manera formal podemos decir que dado un
conjunto X, se denomina matriz de un conjunto de n filas por m columnas a un
conjunto de nxm dispuesto en un arreglo rectangular de n filas por m columnas.
Denotaremos M,,,,, para nombrar el conjunto de todas las matrices de orden nxm

(n filas por m comunas).
Ejemplos de matrices:

A= (i) Matriz es de 2 filas por 1 columna y su notacion es A,,4

1 2
B=(2 3 Matriz es de 3 filas por 2 columnas y su notacion es Bs,,
1 4

a b c
C = <d e f) Matriz es de 3 filas por 3 columnas y su notacion es Cs,3
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UNIDAD 1. MATRICES

1.3 Representacion algebraica de una matriz

Ay Ap dgg ...
Uy Ay Ay
Uiy Az sy
ﬂm I ﬂ:.‘"E ‘ﬂ’r.‘"T

Columnas de
lamatriz A

Filas de [la
matriz A

Vv vy

Las matrices se denotan con las letras mayusculas (A), mientras cada uno de

sus elementos se denota con la misma letra, pero en mintusculas acompafiados de

subindices que indican la posicién en la que se encuentran, el primer subindice

indica la fila y lo llamaremos (i) el segundo subindice indica la columna y lo

llamaremaos (j).

1.4 Orden de una matriz:

Se llama orden de una matriz al nimero de filas por el nimero de columnas

de dicha matriz.

Al elemento de una matriz que se encuentra en la fila i-ésima y la columna j-

ésima se le llama elemento ajj o elemento (i, j)-iésimo de la matriz. Se vuelve a poner

primero las filas y después las columnas.
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Abreviadamente se puede expresar A = (aij) cada elemento de la matriz lleva

w:zn

dos subindices. El primero de ellos “i”, indica la fila en la que se encuentra el

“w:=n

elemento, y el segundo, “j”, la columna.

Por ejemplo:

45 Lamatriz A, tiene 2 filas y 2 columnas, entonces, su tamafio es (2x2).

-G 3

45 La matriz B, tiene 2 filas y 3 columnas, entonces, su tamafio es (2x3).

V9 —4 2

45  Lamatriz C, tiene 3 filas y 3 columnas, entonces, su tamafio es (3x3).

4 2 0
C={5 1 15
1 -6 8
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1.5 Matematicos que realizaron aportes al algebra matricial

Figura 1:
Arthur Cayley

Fuente: Fernandez y Tamaro, (2022).

Matematico inglés, desarrollé en 1857 el algebra de matrices, es decir, las
reglas que ilustran la forma en la cual se suman y multiplican las matrices. Naci6 en
Richmond, en Surrey (cerca de Londres) y fue educado en el Trinity College,
Cambridge, donde se gradu6 en 1842. Durante varios afios estudié y ejercié la
carrera de leyes, pero nunca dejo su practica en la abogacia interfiriera con su
trabajo en las matematicas. Siendo estudiante de leyes viajo a Dublin y asisti6 a las
conferencias de Hamilton sobre cuaterniones. Cayley esta clasificado como el tercer
matematico mas prolifico en la historia; lo sobrepasan s6lo Euler y Cauchy. Comenz6

a publicar siendo todavia estudiante de la universidad en Cambridge.

Libro Matrices y Software R
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Durante sus afios de abogado publicé entre 200 y 300 articulos y continué
su copioso trabajo a lo largo de toda su vida. La coleccién masiva Collected
Mathematical Papers de Carley contiene 966 articulos y consta de 13 grandes

volimenes con un promedio de 600 paginas cada uno.

Cayley uno de los matemadticos mas prolificos de la historia. Cayley
considerado como uno de los padres del algebra lineal, introdujo el concepto de
matriz y estudié sus diversas propiedades. Con posterioridad emple6 estos
resultados para estudiar la geometria analitica de dimensiéon n. En 1859 concluyé
que la geometria métrica se encontraba incluida en la proyectiva, nociéon que
recogeria Félix Klein en su estudio de las geometrias no euclideas. Entre 1854y 1878
escribi6 diversos articulos en los que desarroll6 por vez primera la teoria de los

invariantes.

Ademas de desarrollar la teoria de matrices, Cayley fue pionero en sus
contribuciones a la geometria analitica, la teoria de determinantes, la geometria de
n dimensiones, la teoria de curvas y superficies, el estudio de formas binarias y la

teoria de funciones elipticas.

Carley era, en el verdadero sentido de la tradicién inglesa, un alpinista
amateur e hizo varios viajes frecuentes al continente para realizar caminatas y
escalar montafias. Cuenta la historia que decia que la razén por la que se unié al
alpinismo fue que, aunque sentia que el ascenso era arduo y cansado, la gloriosa
sensacién de goce que lograba cuando conquistaba una cima era como el que
experimentaba cuando resolvia un problema dificil de matematicas o cuando

completaba una teoria matematica intrincada.

Libro Matrices y Software R
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Figura 2:
William Rowan Hamilton

Fuente: Fernandez y Tamaro, (2022)

Hamilton nacié en Dublin en 1805, en donde pasé la mayor parte de su vida,
y fue sin duda el mas grande matematico irlandés. A la edad de cinco afios Hamilton
podia leer inglés, hebreo, latin y griego. Aunque disfruto las matematicas desde nifio,
el interés de Hamilton creci6 de manera importante después de un encuentro casual
ala edad de 15 afios con Zerah Colburn, el estadounidense que calculo las descargas
eléctricas de los rayos. Poco después, Hamilton comenzé a leer libros importantes

de matematicas de su tiempo.

Realizé importantes contribuciones en dindmica y en éptica, invent6 los
cuaterniones y comercializd algun juego de ingenio que se convertiria después en
una especialidad a desarrollar dentro de la teoria de grafos que habia visto la luz con

Euler y el famoso problema de “Los Siete Puentes de Kénnisberg”.
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La carrera universitaria de Hamilton fue sobresaliente. A los 21 afios, siendo
todavia estudiante de licenciatura, habia impresionado a tal grado a sus maestros
que fue nombrado Astréonomo Real de Irlanda y profesor de astronomia de la
universidad. Poco después escribié lo que ahora se considera un trabajo clasico en
optica. Haciendo uso uUnicamente de la teoria matematica, predijo la refracciéon
conica en cierto tipo de cristales. Mas tarde los fisicos confirmaron esta teoria. En

parte debido a este trabajo, Hamilton fue armado caballero en 1835.

El primer articulo puramente matematico de Hamilton aparecié en 1833. En
él describi6 una manera algebraica de manipular pares de ndmeros reales. Este
trabajo sienta las reglas que usan hoy en dia para sumar, restar, multiplicar y dividir

numeros complejos.

Durante el resto de su vida, Hamilton pas6 la mayor parte del tiempo
desarrollando el algebra de cuaterniones. El suponia que tendria un significado

revolucionario en la fisica matematica.

Su trabajo monumental sobre este tema, “Treatise on Quaternions’, fue
publicado en 1853. Mas tarde trabajo en una extension del tema, “Elements of
quaternions”. Aunque Hamilton murié en 1865 antes de terminar la obra, su hijo

publico el trabajo en 1866.

Libro Matrices y Software R
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Figura 3.
James Joseph Sylvester

James Joseph Sylvester (3 de septiembre de 1814-15 de marzo de 1897) fue
un matemdtico britdnico conocido por sus logros en algebra y matematicas
discretas. Hizo contribuciones fundamentales a la teoria de matrices, la teoria de
invariantes, la teoria de numeros, la teoria de la divisibilidad, y el calculo
combinatorio. Colaboré con varias instituciones, incluyendo la Universidad Johns
Hopkins en Baltimore y Oxford, y participé en la creacidon de la primera revista
matematica en América. El crater Sylvester en la Luna y el asteroide (13658)

Sylvester llevan su nombre.

James Joseph, nacié en una familia judia originaria de Liverpool. Hijo de
Abraham Joseph, que muri6 cuando él era nifio, James fue el sexto y mas joven varén
de nueve hijos, al menos cuatro de los cuales, mas tarde asumieron el apellido

Sylvester.

Libro Matrices y Software R
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Hasta los quince afios, James se educé en Londres, al principio en escuelas
para nifos judios en Highgate y en Islington, y luego durante cinco meses en la
Universidad de Londres (mas tarde University College), donde conocié a Augustus
De Morgan. En 1829 fue a la escuela de la Royal Institution, en Liverpool, donde
obtuvo el primer premio en matematicas por un inmenso margen y gané un
premio de $ 500, ofrecido por los Contractors of Lotteries de los Estados Unidos.
En esta escuela fue perseguido por su fe hasta el punto de huir a Dublin. Alli, en la
calle, conoci6 a R. Keatinge, un juez y primo de su madre, que arreglé su regreso a
la escuela.

En 1837, ocupo el segundo lugar en los exdmenes matematicos de la
Universidad de Cambridge, pero, como judio, no pudo obtener su titulo o conseguir
un cargo alli. En 1838 se convirtié en profesor de filosofia natural en el University
College de Londres (la tinica universidad britanica no sectaria). En 1841 aceptd
una catedra de matematicas en la Universidad de Virginia, Charlottesville, EE. UU.,
pero renunci6 después de solo tres meses después de un altercado con un
estudiante en el que la administracion de la escuela no estuvo de su lado. Regreso a
Inglaterra en 1843.

De 1855 a 1870, Sylvester fue profesor de matematicas en la Royal Military
Academy en Woolwich. Regresé a los Estados Unidos una vez mas en 1876, para
convertirse en profesor de matematicas en la Universidad Johns Hopkins en
Baltimore, Maryland. Mientras estuvo alli fundé (1878) y se convirtio en el primer
editor del American Journal of Mathematics, introdujo el trabajo de posgrado en
matematicas en universidades estadounidenses y estimulé enormemente la escena
matematica estadounidense. En 1883 regres6 a Inglaterra para convertirse en

profesor Saviliano de Geometria en la Universidad de Oxford.
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1.6 Clasificacion de matrices
La clasificacién de matrices se establece a partir de como se organizan sus

valores en las filas y columnas, para abarcar todas las posibilidades existe una larga

lista, Empecemos.

Matriz nula.
Es aquella matriz cuyos elementos son todos nulos.

Ejemplos:

0 0 O

A=[0 0 O ;0 B=(0 0)

0 0 O
Matriz fila.
Se llama matriz fila a 1a que s6lo tiene una fila, es decir su dimensién es (Zxn).
Ejemplos:

A=2 7 4) B=(1 7w 4) C=(0,1,0,v2)

Matriz columna.

Se llama matriz columna a la que sélo consta de una columna, es decir su

dimension sera (mx1).

Ejemplos:
4 4
A= B=\| 8
\/E -2
0
Matriz cuadrada.

Libro Matrices y Software R
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Una matriz es cuadrada cuando tiene el mismo nimero de filas que de columnas, es
decir su dimension es (nxn).

Ejemplos:

Matriz rectangular.

Una matriz es rectangular si no es cuadrada, es decir, tiene diferente nimero de
filas que de columnas.

Ejemplo:

Matriz diagonal.

Es una matriz cuadrada donde los elementos que no estan en la diagonal principal
son todos nulos. Se trata de una matriz que es simultdneamente matriz triangular
superior e inferior.

Ejemplos:

Matriz triangular superior.

Libro Matrices y Software R
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Una matriz es triangular superior si todos los elementos por debajo de la diagonal

principal son nulos.

Matriz triangular inferior.
Es triangular inferior si son nulos todos los elementos situados por encima de

dicha diagonal. Es ejemplo de estas matrices:

4 0 0 0
[1 5 00
G_3—160
2 3 4 7

Matriz diagonal.

En una matriz diagonal todos los elementos situados por encima y por debajo de la

4 0 O
H={0 4 0
0 0 m

Una matriz es escalar si es diagonal y ademas todos los elementos de la diagonal

diagonal principal son nulos.

Matriz escalar.

son iguales.

Matriz Identidad.

Libro Matrices y Software R
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Si una matriz diagonal tiene en su diagonal principal s6lo unos, se denomina

matriz unidad o identidad. Se suelen representar por In.

100 0

(r 00 [0 1 0 0
Is=(0 1 0 L=l 0 0 1 o
0 01 00 0 1

1.7 Matrices especiales.

Matriz Idempotente

Una matriz, A, es idempotente si: A2 =A

Matriz Involutiva

Una matriz, A, es involutiva si: A2 =1

Matriz Simétrica

Una matriz simétrica es una matriz cuadrada que verifica: A = At

Matriz Antisimétrica
Una matriz antisimétrica o hemisimétrica es una matriz cuadrada que verifica:

A=-At

Matriz Ortogonal

Una matriz es ortogonal si verifica que: A-At=1.

Libro Matrices y Software R
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Matriz hermitiana
Se dice que una matriz de nimeros complejos cuadrada es hermitiana, denotada

como A* si es igual a su propia transpuesta conjugada: A = —AT=A"
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UNIDAD 2. OPERACIONES CON MATRICES

2.1 Suma o resta de matrices
Para sumar o restar dos matrices del mismo tamano, se suman o restan los

elementos que se encuentren en la misma posicion, resultando otra matriz de igual

tamafio dada por:

a;; a1z 0 Aum byy biz - bim
A+B= (ai]' + bi]’) = a§21 a:ZZ az;m + b:21 bgz bz.m
Ap1 Qnz A b, by, - by,

ay,+byy Qz+biy o Ayt bim

A+B = aZl'!_bZI aZZ'!'bzz a2m-!-b2m

Ani +bpi Qnz +buy Gpm + bam

Es decir, la matriz resultante de (nxm) A + B es la suma del elemento (1,1)
de la matriz A con el elemento (1, 1) de la matriz B y asi sucesivamente hasta

sumar el elemento (n,m) de A con el elemento (n,m) de B

NOTA: La suma-resta no esta definida para matrices de diferentes tamafios.

3 -1 4 -2 1 5
Ejemplo 1. Sumar las matrices A=|2 5 -3|yB=(-3 4 -2
6 4 5 1 -4 3

Primero se tiene que verificar que se pueda realizar la operacién, la matriz
A es de 3 filas y 3 columnas y la matriz B también, entonces se puede realizar la

operacion.

Libro Matrices y Software R
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2.2 Multiplicacion de un escalar por una matriz

Si A = (a;;) es una matriz de m x ny si k es un escalar, entonces la matriz

m x n, KA, esta dada por:

a;; Q12 - Ay
a a cee a
KA=(Kap)=k( ;" 7 . "
An1 Qnz *° Qpm
ka11 kalz e kalm
KA = k6%21 kC{zz ka‘Zm
kan, kap, - kapy
-2 4
Ejemplo.Seak =3y A= 3 5 |, realizar la multiplicacion KA.
-1 -7

Libro Matrices y Software R
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Ejemplo. Sean 4 = (_21 (5)) y B = (_43 _26), realizar la operacion 2A + 4B

2,4+419=2(_21 (5))+4(_43 _26)

- (—42 100) + (—1162 _§4) - (—2204 _;4)

2.3 Producto de dos matrices:

Sea A = (a;j) unamatrizdemxnyseaB = (bij) una matrizden x q.

Entonces el producto de Ay B es una matrizdemxq, R = (rij), , en donde:
R;j = (Renglonide A) x (Columna j de B)

Es decir, el elemento ij de AB es el producto escalar del renglén i de Ay la

columna j de B.

No todas las matrices pueden multiplicarse. Dos matrices se pueden multiplicar

cuando cumplen...”

Para que dos matrices A y B, en este orden, A * B, se puedan multiplicar es
condicién indispensable que el nimero de columnas de A sea igual al nimero de
filas de B, si no se cumple esta condicién se dice que el producto A * B no esta

definido, de modo que esta es una condicion que debemos comprobar previamente.

La multiplicacion matricial NO ES CONMUTATIVA,esdecir: A *B # B x A

. _ _(2 =5 _(1 =3 5\, :
Ejemplo: Sean 4 = (_3 A ) yB = (_4 5 _1), realizar el producto 4 * B

Primero se verifica que la operacidn este definida, la matrizAesde 2 * 2 yla

matriz B es de 2 * 3, por lo tanto, si esta definida la operacion.

Aesde2 «2 Besde?2 * 3,
Debe ser el mismo numero para que se pueda realizar la multiplicacion de matrices

Ejemplos:

Libro Matrices y Software R
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1) Sean las matrices Ay B, obtener el producto de A*B

=5 )G 5 5)-

2-1D)+(-5+x—4) @2*-3)+(-5%2) (2*5)+(—5*—1)>

A*Bz((—3*1)+(4*—4) (=3%—=3)+ (4%2) (=3%5)+ 4x*-1)

Asp=(2Fr20 —6-10 1045)

-3—-16 3+8 —-15-4

Axp=(22 16 15

-19 11 -19

2) Sean las matrices E y F, obtener el producto de E *F

2 -1 4 =2

/5 2 -3 4 (=1 3 0 2
E—(—13 67) F=\_5 3 5 7
4 1 -6 -3

/5 2 =3 4 [-1 3 0o 2
E*F—(—13 67)* 5 3 5 7
4 1 -6 -3

:(10—2+15+16 —-5+6—-9+4 20+0-15-24 —10+4—21—12)
—2—-3-30+28 1+9+18+7 —4+4+0+4+30-—42 2+6+42-121

per= (3 74 719 -39

-7 35 —-16 29
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2.4 Propiedades de las operaciones con matrices.
Sean A, By C matrices de mxn y sean k y [ dos escalares. Entonces:

Elemento neutro de la suma 1. A+0=0+4=0

Matriz opuesta 2. A+ (A =(-A)+A=0

Propiedad conmutativa de la suma 3. A+B=B+A

Propiedad asociativa de la suma 4, (A+B)+C=A+ B+
¢)

Propiedad distributiva multiplicacién por 5. K(A+B)=KA+ kB

un escalar

Elemento neutro del producto 1*xA=Ax1=A

2.5 Potencia de una matriz cuadrada.

Se define la potencia de una matriz cuadrada (si no es cuadrada no es posible

calcular la potencia), al producto matricial de n matrices iguales, esto es: 47=A4*A*

Ejemplo: sea la matriz A = (_21 é)

a) Calcular A3

A3= A*A*A, entonces primero calculamos A?

A2=(_21 é)*(_zl é)z(—gz —21)

Después multiplicamos AZ*A

w=(3 2= )
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b) Calcular 42°

Cuando nos piden calcular potencias de una matriz de exponente muy
elevado. En estos casos, es conveniente encontrar la férmula general por induccién,
como se muestra a continuacion:

Lo primero es encontrar las matrices A2, A3 y A* y a partir de los resultados

poder generalizar por induccion y encontrar la potencia n-esima de la matriz A.

Azz(—sz —21)
A3=(—43 —32)

=t D3 H=5 4

Por lo tanto, podemos deducir que:

A% = (n—+n1 —nn+ 1)

Como el problema pide encontrar A>®usaremos la generalizacion anterior y

tendremos que:

4% = (—2210 —2109)
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2.6 Inversa de una matriz por el método de Gauss Jordan

Se dice que una matriz A de nxn es invertible si existe otra matriz Cde nxn

tal que

CA=1yAC =1
donde ! = I, la matriz identidad nxn. En este caso, C es un inverso de A.
De hecho, C esta determinado tinicamente por A. Este inverso Unico se denota

mediante A™?, de tal manera que:

AtxA=1 y AxAl=]

Para saber si una matriz tiene inversa lo primero que tenemos que hacer es

calcular su determinante.

_ (6 3
1=(; 2)
DetA=(6*—1)—(2%3)
Det A =—12

Si la determinante nos hubiera dado 0 quiere decir que la matriz A no tiene

inversa.

Para calcular la inversa de la matriz A tenemos que seguir los siguientes

pasos

1. Agregar ala matriz A la matriz identidad (I,) de tamafo 2x2.

A:(g —31(1) 2)
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2. Realizamos los pasos necesarios para que la matriz A cambie a una matriz

Identidad (1)

NOTA: Podemos intercambiar fila y realizar operaciones como sumas, retas,

multiplicaciones y divisiones (las operaciones realizadas se aplicaran a

todos los elementos de la fila).

1 1
6 311 0 2 10 11 1 —=lo =2
fief ~fi—hf < 2‘ 2>f2 —6f;
(2 —110 1) (6 310)2 6 311 o
- f
1 —10 1\1 1 _1o % 1
< 2’ 2)€f2 f2 21 1 f1+§f2
0 611 -3 0 1|1 —=
6 2
1 1
1 0|12 %
_>f1 0 1 1 _l
6 2
1 1
Porlotanto A™! = 112 41
6 2
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Actividades

1. Dadas las matrices A = (_25 i),B = (_34 _67) yC = (_1 8 )

calcula:
a) A+B
b) 2A+B
c) C—A
d) 24+3C
e) A+B+C

2. Enlos siguientes ejercicios realiza las operaciones indicadas

a) A= (_41 _32) B = (_53 _24)
b) €= (—25 i)'D = (_34 _67)

a) A*B
b) C*D

1 0 O
3. Calcular A sjendoA=(1 1 O
1 0 1

4. Enlos siguientes ejercicios encuentra la matriz inversa.

=G5 )
5=(; 2)
c=(5 %)
0=(; Z5)
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2.7 Transformaciones elementales por filas
Dada una matriz 4 cualquiera, las transformaciones elementalespor filas de

Ason tres:

1. Intercambiar la posicién de dos filas.

3 -1 4 2 5 =3
(2 5 —3>f1 A fz <3 -1 4 )
6 4 5 6 4 5

2. Multiplicar una fila por un nimero real distinto de cero.

3 -1 4 -9 3 -12
6 4 5 6 4 5
3. Sustituir una fila por el resultado de sumarle a dicha fila otra fila que ha sido
previamente multiplicada por un niimero cualquiera.
3 -1 4 3 -1 4
6 4 5 12 2 13
Definicién. Se dice que la matriz A esta en la forma escalonada reducida si

en ella se cumplen las siguientes 4 condiciones:

1. Sila matriz posee alguna o algunas lineas que consten exclusivamente de ceros,
éstas se encuentran concentradas en la parte inferior de la matriz.

2. Para cadalinea de la matriz que no consta exclusivamente de ceros, el primer
elemento distinto de cero (leyendo de izquierda a derecha) de tal linea es 1.

3. Para cada dos lineas consecutivas que no constan exclusivamente de ceros, el
primer elemento distinto de cero de la linea superior se encuentra a la

izquierda del primer elemento distinto de cero de la linea a la que precede.
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4. Cada columna que contiene un primer elemento distinto de cero de alguna
linea tiene en las posiciones restantes 0. Si la matriz A satisface las condiciones

1, 2 y 3 pero no la 4, se dice que ésta se encuentra en la forma escalonada.

Ejemplos de matrices en su forma escalonada:

1 0 4 -1 0 1 3 2 1 0 0
(O 1 0 2 0 0 1 3 0 0 1
0 0 15 0 0 0 O 0 0 5

Ejemplos de matrices en su forma escalonada reducida:

1 0 0 3 0 1 0 5 1 0 0
<0 1 0 2 0 0 1 7) 0 1 0
0 0 1 4 0 0 0 O 0 0 1

Ejemplo. Utilice las operaciones por renglones para transformar la matriz a

2 —4 4
s )
6 4 5

Utilizando las operaciones elementales tenemos:

su forma escalonada.

2 4 4\ 4 1 2 2 1 2 2
<2 6 _4)<E)f1_)f1(2 6 —4)f2—2f1—’f2<0 2 —8>f3_3f1_’f3
3 4 5 3 4 5 3 4 5
(1 2 2)(1)f f(l 2 2>f . f(l 2 2)(1)1‘ p
0 2 -8I|[= - 0o 1 -4 + - 0 1 —4])\= -
0 2 )7 T\ o )7 P\ 0 s/ T

1 2 2
0 1 -4
0 0 1

Ejemplo. Utilice las operaciones por renglones para transformar la matriz a

su forma escalonada reducida
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Utilizando las operaciones elementales tenemos:

0 3 1 1 4 2 1 4 2
(4 5 —5>f1‘_’f3 (4 5 —5>f2—4f1 - f> (0 1 —9>f3—3f2 - f3
1 4 2 0 3 1 0 3 1

1 4 2 1 1 4 2 1 0 20
<0 1 —9>_f3_’f3<0 1 —9)f1_4f2_’f1<0 1 —9>f2+9f3—’f2

0o o 28/2%8 00 1 00 1
10 20 10 0
01 0]fi-20h-fl0 1 0
00 1 0 0 1
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2.8 Aplicacion de matrices
Las matrices son herramientas del algebra que facilitan el ordenamiento de

datos, asf como su manejo.

Las matrices se utilizan para multiples aplicaciones y sirven, en particular,
para representar los coeficientes de los sistemas de ecuaciones lineales o para
representar las aplicaciones lineales; en este dltimo caso las matrices desempefian

el mismo papel que los datos de un vector para las aplicaciones lineales.

A continuacién, se muestran algunos problemas, los cuales se resuelven por

operaciones matriciales:

Problema 1
1. Una fabrica de electrodomésticos ha vendido en los ultimos tres afios
lavadoras (L) y secadoras (5). La matriz 4 expresa las unidades vendidas; la

matriz Brepresenta el precio de venta, en ddlares, de cada electrodoméstico.

2019 2020 2021 LS
L(210 160 130 325 540\ 2019

A =.S(160 140 210) B =430 680 |2020
605 710/ 2021

a) ¢Cuanto se ingreso6 cada afo por la venta de esos electrodomésticos?

Para dar respuesta a esta pregunta tenemos que efectuar la
multiplicacion de matrices, tendremos que multiplicar B*A, quedando de

la siguiente manera:

325 540
210 160 130
B*A=<430 680)*( )
oo oo0)“\60 140 210
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199,100 164,000 198,700

154,650 127,600 155,650
= =C
240,650 196,200 227,750

El ingreso en el 2019 es C;; = 154,650 USD.
El ingreso en el 2020 es C,, = 164,000 USD.
El ingreso en el 2019 es C33 = 227,750 USD.
Los demads elementos no tienen ningtn significado en este problema.

b) (En qué orden hay que multiplicar las matrices para obtener los
ingresos por venta de cada electrodoméstico durante esos tres ainos?

;Qué elementos de esa matriz dan esa informaciéon?

Se multiplica A por B
325 540
_ (210 160 130 /215,700 314,500
A*B_(160 140 210)*<430 680)"’(239,250 330,700)

605 710

El elemento D;; = 215,700 nos indica los ingresos obtenidos por la
venta de las lavadoras en los 3 afos.
El elemento D,, = 330,700 nos indica los ingresos obtenidos por la
venta de las secadoras en los 3 afios.

Los demas elementos no tienen ningun significado en este problema.

Problema 2

2. Una compaiia vende dos tipos de juguetes: Cientificos y didacticos. La matriz
A representa las ventas (en miles de doélares) de la compaiiia en el 2018 en
tres ciudades y la matriz B representa las ventas en las mismas ciudades en

el 2019.

A=C(420 450 SZO)B 6(480 400 390)

D\380 520 390 ~p\450 560 420
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La compafiia compra un competidor en el ailo 2020 dobla las ventas que

tuvo en el 2019. ;Cual es el cambio en ventas entre el afio 2018 y 20207

480 400 390)_(960 800 780)

2B = 2(450 560 420/ — 900 1120 840

El cambio en ventas entre el afio 2018 y 2020 sera:

960 800 780\ (420 450 320
)~ ( )

2B_A=(900 1120 840 380 520 390

_ (510 350 460y
520 600 450

Problema 3

3. Una firma de automdviles dispone de dos plantas de fabricacién una en
Japon y otra en Alemania, en los que fabrica dos modelos de coches M1y
M2, de tres colores x, y, z. Su capacidad de produccion diaria en cada planta
esta dada por las siguientes matrices (A para Japdn y B para Alemania).

120 90\ x 95 85\«
A=1160 75 |y B=[(120 110])y

140 110/ z 85 90/z

a) Determinar la representacion matricial de la produccion total por dia.

120 90 95 85 215 175
A+B=[160 75 |+(120 110)=1280 185
140 110 85 90 225 200

b) Si se eleva la produccion en Japén un 30% y se disminuye en Alemania

un 20% ;qué matriz representa la nueva produccion total?

120 90 95 85
1.254+095B = (1.3){ 160 75 |+ 0.80B| 120 110
140 110 85 90
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156 117 76 68 232 185
1.25A+095B =208 98 |+(96 88)=|304 186

182 143 68 72 250 150

Problema 4

4. En una academia de idiomas se imparte inglés y francés en cuatro niveles y
dos modalidades: grupos normales y grupos reducidos. La matriz A expresa
el nimero de personas de cada grupo, donde la primera columna
corresponde a los cursos de inglés, la segunda a los de francés y las filas, a los
niveles primero, segundo, tercero y cuarto, respectivamente. Las columnas
de la matriz B reflejan el porcentaje de estudiantes (comun para ambos
idiomas) que siguen curso reducido (primera fila) y curso normal (segunda

fila) para cada uno de los niveles.

1 /150 140

4 =2(210 120 B=Reducid0(0.20 0.10 0.15 0.60)
31180 150 Normal \0.80 0.90 0.85 0.40
4 \120 80

a) Obtener la matriz que proporciona el nimero de estudiantes por
modalidad e idioma.
Para dar respuesta tenemos que multiplicar B*A dandonos como resultado

la matriz C en donde la primera columna son el total de alumnos que cursan

inglés y la segunda los que cursan francés.

150 140
0.20 0.10 0.15 aao)* 210 120
0.80 0.90 0.85 0.40 180 150
120 80

B*Az(

_ Reducido (132 204) —C
Normal \393 546
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b) Sabiendo que la academia cobra $1500 por persona en grupos reducidos
y $2300 por persona en grupo normal, hallar la cantidad ingresada en cada
uno de los idiomas.

Primero tendremos la matriz D = (1500 2300)

Después tendremos que multiplicar la matriz D * C

132 204

D *C = (1500 2300) * (393 546

) = (1'101,900 1°561,800)

Por lo tanto, tenemos que se obtienen $1°101,900 de las clases de inglés y

1'561,800 de francés.
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UNIDAD 3. SOFTWARE “R”

R es wuna herramienta informatica (especificamente, un lenguaje
computacional) sumamente potente para realizar distintos calculos cientificos,
numéricos y estadisticos, asi como para crear graficas y figuras de gran calidad. R,
de hecho, tiene hoy en dia gran popularidad entre la comunidad académica y entre
distintos profesionales. Esto no es casual puesto que R es un excelente producto que,
entre una gama de virtudes, es gratuito, relativamente facil de operar y cuenta con
una gran comunidad de internet que contribuye a resolver dudas y problemas, sin

costo alguno, Rodriguez (2019).

R fue creado hace relativamente poco, en 1993, por Robert Gentleman
(doctor en estadistica por parte de la Universidad de Washington y quien
actualmente trabaja en Genentech, Estados Unidos) y por Ross Thaka (doctor por la
Universidad de Berkeley y quien trabaja hoy en dia como profesor asociado de la

Universidad de Auckland, Nueva Zelanda.

Asimismo, el objetivo de desarrollar R fue contar con una plataforma libre y
gratuita para el uso y desarrollo de diversos algoritmos numéricos y estadisticos. R
tiene un amplio margen de utilizaciéon que va desde la ciencia a la economia y de la

medicina a la ingenieria, e incluso en estudios historicos, legales y socioldgicos.

Ademas de sus robustas caracteristicas de calculo numérico, R permite la
creacion de figuras y graficos de muy alta calidad y con efectos dinamicos, mismo
que lo hace sumamente atractivo y, por lo tanto, logra que la labor de modelacion,

tan importante en muchas ramas de la ciencia.
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3.1 Instalaciéon de R y RStudio

R puede ser descargado de manera gratuita en la siguiente direccion:

https://www.r-project.org/.

Al ingresar a esta pagina, se selecciona la opcion CRAN, que es el acronimo

de Comprehensive R Archive Network. En la nueva pagina se ingresa al servidor que

sea de nuestra preferencia, y de ahi, dependiendo del sistema operativo con el cual

se esté trabajando (Linux, MacOS o Windows), se toma el programa “base” el cual

descarga e instala R, se recomienda aceptar los defaults al instalar el programa.

Figura 4.
Descargar CRAN

R R: TheR Project for Statisti.. X | +

€ 9| @  hips/fwwwr-projectorg

[Home]

Download
CRAN

R Project

About R

Logo
Contributors
What's New?
Reporting Bugs
Development Site
Conferences
Search

R Foundation

Foundation
Board
Members
Donors
Donate

Help With R
Getting Help

Fuente: elaboracién propia

The R Project for Statistical Computing

Getting Started

R s a free software environment for statistical computing and graphics. It compiles and runs on a wide
variety of UNIX platforms, Windows and MacOS. To download R, please choose your preferred CRAN
mirror.

If you have questions about R like how to download and install the software, or what the license terms
are, please read our answers to frequently asked questions before you send an email.

News

« R version 3.4.0 (You Stupid Darkness) prerelease versions will appear starting Tuesday
2017-03-21. Final release is scheduled for Friday 2017-04-21

« R versicn 3.2.3 (Another Canoe) has been released on Monday 2017-03-06
« useR! 2017 (July 4 - 7 in Brussels) has opened registration and more at http://user2017 brussels/
« Tomas Kalibera has joined the R core team

« The R Foundation welcomes five new ordinary members: Jennifer Bryan, Dianne Gook, Julie Josse,
Tomas Kalibera, and Balasubramanian Narasimhan

« The R Journal Volume 8/1 is available.
« The useR! 2017 conference will take place in Brussels, July 4 - 7, 2017.

+ R version 3.2.5 (Very, Very Secure Dishes) has been released on 2016-04-14. This is a
rebadging of the quick-fix release 3.2.4-revised.

+ Notice XQuartz users (Mac OS X) A security issue has been detected with the Sparkle update
mechanism used by XQuartz. Avoid updating over insecure channels
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Figura 5.
Pantalla descargar R

R The Comprehensive R Arc.. X | +

wBe 949

€ ) O @ RedIRIS Red Académicay de In... [ES) https://cran rediris.es )

The Comprehensive R Archive Network

Download and Install R >
[Precompiled binary distributions of the base system and contributed packages, Windows and Mac users most likely want one of
these versions of R:
CRAN Download R for Linux
Mimors » Download R for (Mac) OS X
What's new? ¢ Download R for Windows
Task Views
Search R is part of many Linux distributions, you should check with your Linux package management system in addition to the link
above.
About R
R Homepage Source Code for all Platforms
The R Joumal [(Windows and Mac users most likely want to download the precompiled binaries listed in the upper box. not the source code. The
Software sources have to be compiled before you can use them. If you do not know what this means. you probably do not want to do it!
% o The latest release (Monday 2017-03-06, Another Canoe) R-3.3 3 tar g7, read what's new in the latest version.
inaries
Packages ® Sources of R alpha and beta releases (daily snapshots, created only m fime periods before a planned release).
Other
® Daily snapshots of current patched and development versions are available here. Please read about new features and bug
Documentation fixes before filing corresponding feature requests or bug reports.
Manuals
FAQs ® Source code of older versions of R is available here.
Contributed
¢ Contributed extension packages
lQuestions About R
& If you have questions about R like how to download and install the software. or what the license terms are, please read our
answers to frequently asked questions before you send an email

Fuente: elaboracién propia

Figura 6.
Descargar programa “base”

R The Comprehensive RArc., X | =+ - .

€ ) (O @ RedRIS [Red Académicay de In... [ES)  hitps://cran.rediris.es ¢ || Q Buscor e 9 4 @

R for Windows

Binaries for base distribution (managed by Duncan Murdoch). This is what you wal to install R for the first

Binaries of contributed CRAN packages (for R »=2.11 x; managed by Uwe Ligges). There o third
CRAN contrib party software available for CRAN Windows services and corresponding environment and make variables.
Mirrors old contrib Binaries of contributed CRAN packages for outdated versions of R (for R <2 11 x; managed by Uwe Ligges).
What's new? Tools to build R and R packages (managed by Duncan Murdoch). This is what vou want to build your own packages on
Task Views Rools Windows, or to build R itself.
Search

Please do not submit binaries to CRAN. Package developers might want to contact Duncan Murdoch or Uwe Ligges directly in case of questions / suggestions relate
About R to Windows binaries.
R Homepage
The R Journal You may also want to read the R FAQ and R for Windows FAQ.
ia_)s?wane Note: CRAN does some checks on these binaries for viruses, but cannot give guarantees. Use the normal precautions with downloaded executables.
ources

R Binaries
Packages

Fuente: elaboracién propia
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3.2 Instalar RStudio.
Aunque podemos usar R directamente, es recomendable instalar y usar un

entorno integrado de desarrollo (/DE, por sus siglas en inglés).

Podemos utilizar R ejecutando nuestro cdédigo directamente desde
documentos de texto plano, pero esta es una manera poco efectiva de trabajar,

especialmente en proyectos complejos.

Un IDE nos proporciona herramientas para escribir y revisar nuestro
codigo, administrar los archivos que estamos usando, gestionar nuestro entorno
de trabajo y algunas otras herramientas de productividad. Tareas que serian
dificiles o tediosas de realizar de otro modo, son faciles a través de un IDE. Hay

varias opciones de IDE para R, utilizaremos RStudio.

Para instalar RStudio, es necesario descargar y ejecutar alguno de los
instaladores disponibles en su sitio oficial. Estan disponibles versiones para
Windows, 0SX vy Linux en la siguiente direccion web:

https://www.rstudio.com/products /rstudio/download/

Si ya hemos instalado R en nuestro equipo, RStudio lo detectara

automaticamente y podremos utilizarlo como se muestra en la siguiente figura 7.
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Figura 7.
Interfaz de trabajo en R

Q- 2. B2 ~  Addins - & Project: (None) -
@ Untitledl Environment  History
&1 | @ [JSourceonsave | Q A7+ i1[ ~ ~®Run | 8| HSource - = | & [J | [#ImportDataset - | List - | @&
1 7} Global Environment -
E men mpt
11 | (Top Level) R Script
Console Files Plots Packages Help Viewer
Usted puede redistribuirlo bajo ciertas circunstancias. @)l New Folder | €| Delete [5] Rename | {gk More - @
Escriba 'license()' o 'licence()' para detalles de distribucion. 4 Home
Name Size A Modified

R es un proyecto colaborativo con muchos contribuyentes.
Escriba 'contributors()' para obtener mas informacion y & bin

'citation()' para saber cémo citar R o paquetes de R en publicaciones. (1l Descargas

(= Desktop
Escriba 'demo()’ para demostraciones, 'help()' para el sistema on-line de ayuda,

o 'help.start()' para abrir el sistema de ayuda HTML con su navegador. (£ Documentos

Escriba 'q()' para salir de R. (1 Imégenes

= Musica
[Workspace loaded from ~/.RData]
(1 Plantillas
> [l Pablico

Fuente: elaboracién propia

RStudio se compone de 4 secciones: Comandos de ejecucion, entorno,

resultados y librerias, ayuda y directorios.

Figura 8.
Secciones de trabajo en R

G~ e 3 v —_

Uk dhrd | Umeesraraai iy
L - " M a4 | F— - =gt Tiadanerd [

T Sobasl Ervwpamans: -

comandos de entorno

ejecucion
Consnis Filss  Fein  Fackeages  Malg Viesar

G Mem foider | O Dwiste (5 Merarsn | ) Mlors =

bt %

— libreria

resultados

Fuente: elaboracion propia
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3.3 Operaciones matriciales con software R
En la siguiente tabla se muestra la sintaxis que se utiliza para realizar las

operaciones basicas entre matrices.

Operacién Sintaxis
Adicion +
Sustraccion -
Multiplicacién por un escalar *
Producto de matrices %*%
Potencia de matrices mtx.exp()

Para dar inicio en R, primero definimos las matrices con las que trabajemos.

3.4 Suma de dos matrices en R.
Primeramente, es necesario definir las matrices a trabajar en R. En la

pantalla de trabajo en R, seccién de ejecutar comandos, escribimos lo siguiente:

# Crear la matriz A: de tamafio 3x3
A<-matrix(1:9, nrow = 3, byrow = TRUE)
A

# Crear la matriz B: de tamafio 3x3, note que ahora se define la matriz como vector
es

B<-a<-c(4,5,4) # primer vector.
b<-c(3,4,4) # segundo vector.
d<-c(8,7,7) # tercer vector.

B<-rbind(a,b,d) # La matrizB.
B
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Una vez escritos los comandos en la interfaz de ejecutar comandos de R,
damos clic en el icono de Run para que se ejecuten las indicaciones, tal como se

muestra a continuacion en la figura 9. Asimismo, se puede observar que en la

1 2 3
interfaz de la derecha aparece la matriz 3x3 llamadaA. A=[|4 5 6
7 8 9
Figura 9.
Definir matriz A.
) medidas descrptivas - Rétudio - 0 X
e Edit Code View Plots Session Buld Debug Profile Tools Help
HIRIL: = g H A Gotofileffunction [E + Adding - 'R‘medidasdescriphvas o
07 Untitied? atos % 07 cursode 28 de junioR % @7 Untitled2* w7 Console Terminal ©  Jobs =0
= & H [SourczonSae | & fv 1 | Psouce +| = (R R420 - ~/medidas descriptivas/
1 s
7 # Crear la matriz A: > Aematrix(1:9, nrow = 3, byrow = TRUE)
3 Ppématrix(1:9, nrow = 3, byrow = TRUE) > A
4 (1 G2 (3]
5 (L] 1 2 3
6 ] 4 5 &6
3] 7 8 9
>
Files Plots Packages Help Viewer =
& Export ¥
31 (Top Level) 2 R Script 2
Fuente: elaboracién propia
Figura 10.
Definir la matriz B.
) medidas descriptivas - RStudio - @
File €dt Code View Plots Session Buld Debug Profile Took Melp
IR S L Y A Goto file/function v Adding &) medidas descriptia
0 Untitied! aos % O cursode28dejunioR % O] Untited?* [ Console Terminal Jobs =l
bl | 1Sourceondave | Qe P Source v (R R420 « ~/madidas descriptivas
1 > # Crear la matriz B:
2 # Crear la matriz A: > Beaéc(y,5,4) 8 priner vector,
4 A > dé=c(8,7,7) # tercer vector,
5 >
6 # Crear la matriz B: > Bé-rbind(a,b,d)  # La matriz B,
7 Bé-at=c(4,5,4)  # primer vector. 58
8 bé=c(3,4,4) # segundo vector. (10,2 (3]
9 déec(8,7,7) # tercer vector, a 4 5 4
10 _ , b 3 4 4
11 Bérbind(a,b,d)  # La matriz B. d 8 7 7
128 >
13 |
Files Plots Packages  Help  Viewer -
131 op Level) & R Serpt 4 Hben

Fuente: elaboracién propia
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La figura 10, muestra como definir la matriz B en la interfaz de ejecutar

comandos y posteriormente se da clic en Run, en la parte de la derecha aparece la

4 5 4
matriz B, tamano 3x3. B=(3 4 4
8 7 7

Una vez definidas las matrices A y B, creamos la matriz D como la adicién de

las matrices A+B

D<-A+B # Suma de matrices.
D

Figura 11.
S umara’ema trices A+Ben R.

Fle Edit Code View Plots Session Bulld Debug Profile Took Help

6 -0 2 n U_ Go tofileffunction v Addins - £ medidas descriptivs +
07 Unitled1 atos ¥ O7cursode 8dejunioR ¢ O] Uniifed?” [T Console Terminal = Jobs =
Z |& | B [])Source onSae 11 7l #Run | b Source + R R420 : ~/medidas descriptivas/
4 A . >B .
5 (1] L2 (3]
6 # Crear la matriz B: a 45 1
7 Bé-at-c(4,5,4)  # primer vector. b 3 4y
8 bec(3,u,L) # sequndo vector. d 8 7 7
9 déec(8,7,7) # tercer vector. > DAt # Suma de matrices.
10 >D
11 Bérbind(a,b,d)  # La matriz B. (10,21 0,3]
12 B a 5 7 7
13 b 7 9 10
14 DEAB # Suma de matrices. d 15 15 16
15D >
16
17 Files Plots Packages Help Viewer =0
141 (Top Level) & R Script Bt -

Fuente: elaboracion propia

La figura 11, describe la matriz D, como resultado de la suma de A+B=D, tal

como se puede observar en la interfaz de la derecha. D=A+B

1 2 3 4 5 4 5 7 7
A=|4 5 6| + B=(3 4 4|= D=7 9 10
7 8 9 8 7 7 15 15 16
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3.5 Sustraccion de dos matrices en R.

Utilizaremos las mismas matrices A y B, ya definidas con anterioridad.

# Crear la matriz A: de tamaiio 3x3
A<-matrix(1:9, nrow = 3, byrow = TRUE)

A

# Crear la matriz B: de tamaifio 3x3, note que ahora se define la matriz como vector

es
B<-a<-c(4,5,4) # primer vector.
b<-c(3,4,4) # segundo vector.
d<-c(8,7,7)  # tercer vector.

B<-rbind(a,b,d) # La matrizB.
B

Figura 12.

Sustraccion de dos matrices en R.
() medidas descriptivas - RStudio
file Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help

0|0~ ) U_ Go to file/function + Addins ~
07 Untitled? atos O cursode 28 dejunioR ¥ @7 Unfitled?*
A B (sourceonSae | Q /v | kg

b ¥ Lrear la matriz b:
7 Bé-at—c(4,54)  # primer vector.
8

bé—c(3,4,4) # segundo vector.

9 dec(8,7,7) # tercer vector.
10

11 Bérbind(a,b,d)  # La matriz B.
12 B

13

14 DeA+B # Suma de matrices.
15 D

16

17 D1¢-A-B # Sustraccion de matrices.
18 D1

19
171 | (Top Level) 5

Fuente: elaboracién propia

& medidas descriptivas

Console  Terminal Jobs =0

R R420 - ~/medidas descriptivas/
NIEY)

(1 (2] (3]
507 1
7 9 1
15 15 16

# Sustraccion de matrices.

LU L2 L3

-3 -3 -1
1 1 2
-1 1 2

¥ Files Plots Packages Help Viewer =0

& Export +

En la figura nimero 12, definimos las matrices A y B, posteriormente dar clic

en icono Run, para que realice la operacién D1=A-B.

1 2 3
A=1|4 5 6| - B=
7 8 9

-3 -3 -1
D1=|1 1 2
-1 1 2
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3.6 Multiplicacion de una matriz por un escalar.

A continuacion, definimos la matriz A:

# Crear la matriz A: de tamafio 3x3

A<-matrix(1:9, nrow = 3, byrow = TRUE)

A

Definimos en R, la indicacion D2= 4A
D2<-4*A  # Multiplicacion por un escalar.
D2
Figura 13.

Multiplicacion de una matriz por un escalar.

medidas descriptivas - RStudio
File Edt Code View Plots Session Build Debug Profle Tools Help
. & “v_u_ ~ Addins +

(o to file/function

07 Untitled atos®  ©]arsode BdejunioR % @7 Untitled?®

SourceonSave | & /e ®Run | W
12 B

14 D&A+B
150D

# Suma de matrices.

17 D1<A-B t Sustraccion de matrices.

18 01

21 D2é-UxA
20
3 |

# Multiplicacion por un escalar.

Fuente: elaboracién propia

=0

L
T Source *

.

& medidas descriptivas

Console  Terminal = Jobs =0

R R420 - ~/medidas descriptivas/

> D1<A-B # Sustraccion de matrices.
> Dl
[1] 0,21 [3]
a -3 -3 -1
b 1 1 2
d -1 1 2
> D2eUxA
> D2
(1 (2] 3]
] 4 8 12
2,] 16 20 24
3] 28 32 3%

# Multiplicacion por un escalar.

W o— o —

La figura 13, muestra en la interfaz de la derecha la matriz D2, como resultado

de multiplicar cada elemento de la matriz A por el escalar 4. D2= 4A

1 2 3
A=14 5 6
7 8 9

4 A

4 8 12
=116 20 24
28 32 36
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3.7 Multiplicacion de dos Matrices.
Multiplicacién de matrices: Para esto, es necesario usar el comando % *%.

Recordemos que usaremos las matrices A y B definidas con anterioridad.

AB<-A%*%B
AB

# Multiplicacion de matrices.

BA<-B%*%A  # Multiplicacion de matrices.

BA

Es importante recordar que la multiplicacion de matrices NO ES CONMUTATIVA

AB#BA, tal como se puede apreciar en la figura 14.

Figura 14.

Multiplicacion de dos matrices
Q medidas descriptivas - Rtudio
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help

0.2 HA A Gotofile/function [+ Addins ~
07 Untitled1 atos 07 curso de 28 de junioR Q7 Untitled2*
] # | I3 [ ] Source on Save \:L ARl TP
16
17 DI1&A-B # Sustraccion de matrices.
18 D1
19
20
21 D2-U+A # Multiplicacién por un escalar.
22 D2
23
24 ABA%%B # Multiplicacion de matrices.
25 AB
26
27 BAEBHHA # Multiplicacién de matrices.
28 BA
29
211 | (Top Level) &

Environment  History  Connections  Tutorial

' 7
e | A lmnart Natacat + B 170MR . |

Fuente: elaboracién propia

) medias descriptivas *

o] Console Terminal Jobs =0

$Source +| = | (R R420 - ~/medidas descriptivas/

LS v
-

# Multiplicacion de matrices.

[1,] 34 31 33
2] ™ 82 7
[3,] 14 130 123

# Multiplicacién de matrices.

[ [21 ;3]
a 52 65 T8
58 69

85 107 129

R Seript #
Files Plots Packages Help Viewer =0
=0

5 Expart

La figura 14, muestra el resultado de correr el producto de las matrices A*B

y B*A, como se puede observar no se obtiene el mismo resultado, lo anterior obedece

a que las matrices no cumplen la propiedad de Conmutatividad.

1 2 3 4 5 4 34 34 33
A=(4 5 6|*B=(3 4 4 A*B=1|79 82 78
7 8 9 8 7 7 124 130 123
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4 5 4 1 2 3 52 65 78
B=|3 4 4| *A=(4 5 6 B*A=({47 58 69
8 7 7 7 8 9 85 107 129

A*B # B*A

3.8 Potencia de una matriz cuadrada.

R no dispone en su paquete base de una funcién para calcular la potencia n-

ésima de una matriz. No obstante, el paquete expmimplementa el operador

%"% construido con este objetivo. Su uso es muy simple: si queremos calcular la

matriz A”bastard con utilizar el comando A %"% n. Para que funcione esta

instruccién debemos cargar previamente el paquete expm.

Figura 15.
Instalar paquete expm en R

medidas descriptivas - RStudio
le Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tooks Help
I+ 0|2~ Ll_

(Go to file/function * Addins -

07 Untitled? atos® 07 cursode 28dejunioR % @7 Untitled?®

SourceonSave | O /v | #Run | %
52
53 # Comprobemos si es igual al hallado con el comando %#%.
54 AA==A2
55
56 AAmtx.exp(A,2) # La matriz A elevado al cuadrado.
57
58 # Comprobemos si es igual al hallado con el comando %+%.
59 AA==A2
60
61 Library(expm)
62
63 install.packages("expn")
6u
65
631 (Top Level) &

Fuente: elaboracién propia

Una vez instalado el paquete

a definir muestra nueva matriz A.

=0

It
™ Source ~

L4

R Script &

&) mecidas descriptivas

Console  Terminal = Jobs

=0
R R420 - ~/medidas descriptivas/

o Y .
trying URL 'https://cran.rstudio.con/bin/windows/contri
b/4.2/expn_9.999-6.zip'

Content type 'application/zip' length 212250 bytes (207
KB)

downloaded 207 KB

package ‘expm’ successfully unpacked and MD5 sums checke
d

The downloaded binary packages are in
C:\Users\Dalia-PC\AppData\Local\Temp\RtmpUn8Y3H

\dounloaded_packages

>

Files Plots Packages Help Viewer

=l

expm, como lo muestra la figura 15, se procede

)
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library(expm)
A=matrix(1:4,nrow=2) # Definimos la matriz A, tamafio 2x2

A

Figura 16.
Dﬁ_e_ﬁfgi_r__mqtriz A, tamano 2x2

0.0 2 n U_ Go to file/function + Addins = &/ medidas descriptivas -
O Untitled1 % 8 Unitled2* atos 97 curso de 28 de junioR w ] Console Terminal » Jobs =
- 7 | [Sureonsae  Q fv ®Run | W P Source = R R420 - ~/medidas descriptivas/

L2 | mevusiang pecnagss g R
56 AAe-mtx.exp(A,2) # La matriz A elevado al cuadrado.
57 The following object is masked from ‘package:Matrix’:
58 # Comprobemos si es igual al hallado con el comando %*%.
59 AA==A2 expm
60
61 library(expm) llarning message:
62 package ‘expm’ was built under R version 4.2.1
63 install.packages("expn") > A=natrix(1:4,nrou=2)
64 >A
65 [Library(expm) [,1 [,2]
66 A=matrix(1:4,nrow=2) 1] 1
67 A ] 2
68 i
W1 ol RS «

Fuente: elaboracién propia

La figura 16, describe el cddigo para definir la matriz A = (; i), una vez

definida la matriz A en el software R, escribir c6digos para calcular las matrices a las

siguientes potencias: AZ, A5, A8, A100, Recordar el comando a usar A %" %.

A %" % 2 # matriz “A” a la 2 potencia
A%"%5  #matriz“A” ala 5 potencia
A%"% 8 # matriz “A” a la potencia 8
A %"% 100 # Matriz “A” ala potencia 100

Figura 17.
Matriz A?, A>
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() medidas descriptivas - RStudio - o X
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help

0 -y - d H 8 Go to file/function [ v Addins + X medidas descriptivas *

07 Untitled1 07 Untitled2* atos 07 curso de 28 de junioR w7 Console  Terminal Jobs =0
A 8 7] Source on Save Q. / - b 0 L bsowe - = R R420 - ~/medidas descriptivas/
7 i S TR Il L T .

71 library(expm)
72 A=matrix(1:4,nrow=2)
73 A

75 PSA
6 A %% 2

78 A%'%5
80 A%'% 8

82 A %"% 100
83 . :

751 (Top Level) & R Seript 4
Files Plots Packages Help Viewer =0

=

Environment  History Connections  Tutorial =0

Fuente: elaboracion propia

Frmeat =

La figura 17, muestra el resultado en R, de elevar las matrices a las potencias:

A2, 7S,
pe= (7 19)

B AS— (1069 2337)

1558 43406

Posteriormente se procede a calcular las potencias para A8, A100 en el

software R.
Figura 18.
Matriz A8, A100
() medidas descriptivas - Rstudio - 0 X
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
0. ot - B g =] Go to file/function L v Addins ~ i medidas descriptivas *
O] Untitled? @] Untitled2* atos 07 curso de 28 de junio R =[]  Console Terminal = Jobs =0
@l 8 ] Source on Save Q /’:'. #Rn | % L PSouce < £ (R OR420 - ~/medidas descriptivas!
3 A ’ (11 [,2] )
L [1,] 1069 2337
o A [2,] 1558 3406
76 A %% 2 SHT0
77 [
11 [2]
A ! 1
18 A% 5 [1,] 165751 362355
" [2,] 241578 528106
8 A%%8 g
i > A %% 100
82 A %"% 100 [ 1] [ 2]
1 1
& [1,] 2.47T769e+72 5.416752e+72
e [2,] 3.611168+72 7.894521e+7
85 A %'% 200 5
13 T v
801  (Top Level) & R Script 4
Files Plots Packages Help Viewer =0
Environment ~ History ~ Connections  Tutorial = =
e . 7 =~ Export ~

Fuente: elaboracion propia
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La figura 18, describe el resultado de realizar los calculos para las matrices:
A8y A100, como se puede observar el software R, nos ayuda a agilizar los procesos de

calculo, ;imaginemos cuanto tiempo tardariamos en calcular A100?

165751 362355) A100— (2.477769e +72 5.416752e + 72)

8— =
A (241570 528106 3.6111683 + 72 7.894521e + 72

3.9 Otras operaciones con matrices

Operacion Sintaxis

Transpuesta tO
Diagonal diag()
Determinante det()
Inversa solve()
Rango gr($rank

Nota: Seguiremos usando las matrices ya definidas anteriormente para Ay B.

3.10 Matriz transpuesta
Una matriz transpuesta es el resultado de reordenar la matriz original

mediante el cambio de filas por columnas y las columnas por filas en una nueva
1 2 3
matriz. Para calcular la transpuesta usaremos el comando t(). A={4 5 6

7 8 9

Primeramente, definimos la matriz A en software R, posteriormente

definimos cédigo para calcular la transpuesta de A.

# Matriz definida como A:
A<-matrix(1:9, nrow = 3, byrow = TRUE)
A

At<-t(A) # Latranspuesta de la matriz A.

At # Definimos al vector A.t como la transpuesta de la matriz A.
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A continuacion, en la figura 19, se muestra el cdlculo para la matriz

transpuesta que realiza el software R.

1 2 3 1 4 7
A=(4 5 6 At=[2 5 8
7 8 9 3 6 9
Figura 19.
Transpuesta de una matriz.
medidas descriptivas - RStudio - 0 X
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
© - 0l =~ n I_ Go to file/function * Addins * R medidas descriptivas »
07 Unitled1 07 Clase01lulioR @7 BASE DEDATOS EN RR @7 Untitled1* Q7 Untitled2* =[] Console Terminal Jobs =
Source on Save A -l #Run | % P Source = R R420 - ~/medidas descriptivas/
o on n LLrJ JL.ULLLIUOET JL 1.079JdLlET 1L n
85 A %% 200 > # Matriz definida como A:
86 ) . > A¢-matrix(1:9, nrow = 3, byrow = TRUE)
87 # Matriz definida como A: > A
88 A¢-matrix(1:9, nrow = 3, byrow = TRUE) [,1] [,21 [,3]
- L] 1 2 3
= , 2] 4 5
91 A.tet(A) # La transpuesta de la matriz A. 3] 7 8 9
92 At > A.tet(A) # La transpuesta de la matriz A.
93 > At
X _ [11 (2] [,3]
95 A=matrix(ncol=3,c(2,4,3,5,7,1,2,2,3),byrow=TRUE) ] 1 4 7
gfl A 2] 2 5 3
RN T <31 3 6 9 .
911 | (Top Level) 5 R Script 2
Fils Plots Packages Help Viewer =0
Environment  History ~ Connections  Tutorial =0

Fuente: elaboracién propia

3.11 Determinante de una matriz
Para obtener el determinante de cualquier matriz, se usa la funcién det(),

recuérdese que para poder calcular el determinante de cualquier matriz esta debe
ser cuadrada. El determinante de nuestra matriz A, definir y calcular en R.

A=matrix(ncol=3,c(2,4,3,5,7,1,2,2,3),byrow=TRUE) # definimos la matriz A
A

det(A)
2 4 3
A=(5 7 1 det (A)=-26
2 2 3
Figura 20.
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Determinante de una matriz

0 - - n \_‘ Go to file/function * Addins - KJ medidas descriptivas ~
O] Untitled? @ Clzse01lulioR Q'] BASEDEDATOSENRR % @] Untitled1* @] Untitled2® =[] Console Terminal Jobs =0
SourceonSave | & /- #Run | % b Source + R R4.20 ' ~/medidas descriptivas/

IS o | BT TrEEREIEEE

114 > A=matrix(ncol=3,c(2,4,3,5,7,1,2,2,3),byrow=TRUE)

115 A=matrix(ncol=3,c(2,4,3,5,7,1,2,2,3) byrow=TRUE) > A

116 A [ 2] 3]

117 ,] 2 s 3

118 det(A) 2] 5 7 1

119 BJ 2 2 3

120 > det(A)

121 (1] -2

122 >

123 >

124 >

125 >

126 7|?

1261 (Top Level) 2 R Script 2

Clac  Dlnte | Darbamac  Usln | Viawar -

Fuente: elaboracién propia

3.12. Matriz inversa
R dispone de la funcién so/ve() para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

En particular, si el sistema a resolver es de la forma Ax=b (donde b podria ser
también una matriz), su solucion es x=A47 b, que en R se obtiene mediante

solve(A,b).

A=matrix(ncol=3,c(2,4,3,5,7,1,2,2,3),byrow=TRUE) # definimos la matriz A

A
solve(A) # calcula la inversa de la matriz A
2 4 3 —0.7307692 0.2307692  0.6538462
A=|5 7 1 A1=1 0.5000000 0 —0.5000000
2 2 3 0.1538462 —0.1538462 0.2307692
Figura 21.
Matriz inversa
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() medidas descriptivas - RStudio
file Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tooks Help

0-e-galc

07 Untitledt

111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123

1
1238

¥

A Gotofile/function [+ Addins »

©7 ClaseO1IulioR x @7 BASE DEDATOS EN RR
H ()SouceonSave | Q 7ol

07 Uniitedt*
PRun | O®

A=matrix(ncol=3,c(2,4,3,5,7,1,2,2,3), byrow=TRUE)
A

det(A)

A=matrix(ncol=3,¢(2,4,3,5,7,1,2,2,3), byrow=TRUE)
A

solve(A)

(Top Level)

Fuente: elaboracién propia

07 Unttled2*

w1  Console Terminal =  Jobs

Psowee = = | QR R420 - ~/medidas descriptivas/
useyny

[,2]

(1,] -6.7387692 0.2367692 @.6538462
(2,] ©.5090000 ©.0060000 -9.5000000
] 6.1538462 -0.1538462 .230769

[,3]

R Script 4
Files Plots Packages Help Viewer

.F\ medidas descriptivas *

=0

=0
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