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Resumen

El diagnostico de células cancerosas a partir biopsias, se basa principalmenteenel
analisis de cambios morfolégicos de la estructura nuclear como el aumento del tamafio
nuclear, que ocurre posiblemente debido a la desregulacién del ciclo celular, asi como
del crecimiento celular. El incremento del tamafo nuclear se observa en biopsias de
pacientes con diagnostico benigno y maligno. Una variable perimeter relacionada con el
incremento del tamafo nuclear en pacientes con diagnostico benigno y maligno, es
estudiada en este trabajo. Un analisis de esta variable prueba, mediante el algoritmo de
aprendizaje no supervisado, maximizacion de la esperanza (EM), que dicha variable
tiene un comportamiento tipo mezcla de normales con dos componentes. Tal algoritmo
es capaz de discriminar los datos en dos grupos (malignos y benignos). Dicho modelo
proyecta una clasificacion con un porcentaje alto de coincidencia con los datos
observados.
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Introduccion

El diagnostico de células cancerosas hecho con base en las biopsias se basa
principalmente en el andlisis de cambios morfolégicos de la estructura nuclear
(Hanahan & Weinberg, 2011). Un aspecto importante es el aumento del tamafio
nuclear, que ocurre posiblemente debido a la desregulacién del ciclo celular, asi
como del crecimiento celular (Denais & Lammerding, 2014).

Las distribuciones de mezclas finitas se han empleado para la modelizacién de
datos heterogéneos, puesto que, en muchos casos no es suficiente explicar la
distribucién de unos datos mediante una Unica distribucién estadistica, por lo que es
necesario la utilizacion de una combinacion de distribuciones. Es decir, las
combinaciones mixtas son utilizadas para la modelizacion de datos que en muchas
situaciones experimentales pueden interpretarse como procedentes de dos 0 mas
subpoblaciones. La obtencion de estas componentes conduce necesariamente a la
estimacion de los parametros y a las proporciones en las que cada una de las
componentes contribuye a la distribucion general, (McLachlan & Peel, 2000;
Mengerse et al., 2011).

Ya que se requiere del agrupamiento del conjunto de observaciones en
grupos que comparten algunas caracteristica, los modelos de mezclas son
utilizados para aplicaciones médicas (Schlattmann, 2009).

El algoritmo Maximizacién de la Esperanza (ME) citado por Levine, R. &
Casella, G. (2001) y por McCulloch (1998) es una herramienta habitual iterativa para
la estimacion de maxima verosimilitud de las distribuciones mixtas. La idea es
introducir una variable indicadora multinomial que identifica la pertenenciaaun grupo
de cada observacion del conjunto de datos. El algoritmo EM fue expuesto por Arthur
Dempster, Nan Laird y Donald Rubin de la Royal Statistical Society en una

publicacion de 1977.

Anélisis de los datos

Los datos que se tienen para el estudio es una muestra de 569 mujeres,
creada por el Dr. William H. Wolberg, médico del Hospital de la Universidad de
Wisconsin en Madison, Wisconsin, EE. UU. (Wolberg et al. 1995). Cada una de las
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mujeres de la muestra se identifica con el ID, el diagnostico si el tumor es benigno
o maligno y el valor de la variable perimeter, entre otras. Del total de la muestra
existen 357 casos que resultaron benignos y 212 de los casos maligno. Mostramos

algunos datos de la base en la Tabla 1.

Tabla 1
Muestra de la base de datos
Diagnostico
ID Benigno (B), Maligno (M) perimeter
859464 B 60.11
859465 B 71.8
859471 B 58.79
859487 B 81.37
859575 M 123.6
859711 B 58.79
859717 M 114.2
859983 M 90.43
8610175 B 79.19
8610404 M 104.1
8610629 B 87.91
8610637 M 120.2
8610862 M 143.7
8610908 B 83.19
861103 B 73.81
8611161 B 86.49
8611555 M 1715
8611792 M 129.1
8612080 B 76.95
8612399 M 121.1
86135501 M 94.25
86135502 M 122
861597 B 79.78
861598 B 95.77

Fuente: Elaboracion propia con datos de. (Wolberg et al. 1995).
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El histograma de una muestra proporciona una estimacion de la forma de la
funcién de densidad. Sin embargo, no es la densidad, pero desde el punto de vista
no paramétrico puede ser visto como una estimacion razonable de la misma.
Entonces si consideramos la variable perimeter y tomamos en cuenta que, de las
569 observaciones totales, 357 observaciones indican la ausencia de células
cancerosas, mientras que 212 observaciones muestran la presencia de células
cancerosas, el histograma de frecuencias de la variable con el diagnostico, presenta

una forma de mezcla de dos normales como se observa en la Figura 1.

Figura 1

Histograma de frecuencias de casos benignos y malignos
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Fuente: Elaboracion propia con datos de Wolberg et al. (1995).

Observando el histograma de frecuencias de la muestra, se tiene un
comportamiento del tipo mezcla de normales, por lo que desarrollaremos el trabajo
considerando que la variable perimeter, tiene una distribucion de probabilidad
completamente especificada, a saber, una mezcla de dos distribuciones normales,

donde encontraremos una estimacion de sus parametros, mediante el método

114



Mujeres en la ciencia:
Experiencias con recursos educativos y tecnolégicos para la docencia y la investigacién

estadistico maximizacion de la esperanza (EM). La variable perimeter nos puede
dar informacién para predecir si el diagnostico del cancer de seno es benigno o

maligno, ya que tal algoritmo es capaz de discriminar los datos en grupos.

Algoritmo EM

En el desarrollo del algoritmo EM, proporcionamos una formulacion
paramétrica para la representacion del modelo. En lo sucesivo, mediante Y =
(Y, Y,,...,Y,), se denotara a una muestra aleatoria de tamafio n, donde Y; es un
vector aleatorio p —dimensional con funcion de densidad f(y;) donde y; € RP. Asi
y = (Y., Y2-...,Yn) representa una muestra observada de Y.

Definicién 1. Si la funcién de densidad de una variable aleatoria Y; es de la

forma
g

fily) = Z T fr(ilOk)  yi ERP

k=1
se dice que posee una distribucion de mezcla finita con g componentes, con un
vector de parametros

Y = (my,...,7g,04,...,0).

Aqui, fi,(v;10), k =1,2,...,g, denotan las densidades de las componentes
de la mezcla con parametros 8, y parametros de peso my, ..., m,;. En el caso mas
general se asume también que las funciones f,(y;|0;) pueden pertenecer a
diferentes familias paramétricas.

Para que la mezcla sea una funcién de densidad los pesos deben cumplir

con las condiciones,

g
0<m<1 k=1,.,9 Yy Z?‘[k=1
k=1

Note que en la condicion anterior uno de los pesos resultaredundante (uno de
ellos se expresa en términos de los demas).

Definiciéon 2. Sea y = (¥4,¥,,--.,Yn) Observaciones independientes de una
variable aleatoria, cuya funcién de densidad f(y|y) es una mezcla, entonces la

funcién
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L@ply) = ﬁf(%hl)) = ﬁi T fi Vil O1)

i=1 k=1
recibe el nombre de funcidn de verosimilitud de la mezcla.
Tomando logaritmo natural en L(y|y) obtenemos su funcion log-verosimilitud
n )

Z T fre Vil Ox)

i=1 \k=1

L(Wly) = log L(¥ly) = log

g

= Z log] » mef(3116:)|.

i=1 k=1
Para calcular el estimador de méaxima verosimilitud ¥ es comun utilizar el
logaritmo de la funcién de verosimilitud, pues recordemos que la funcion y el
logaritmo de la funcién bajo ciertas condiciones de regularidad toman en el mismo

punto su maximo. Por lo tanto, debemos resolver la ecuacién de verosimilitud,
g

a n
ﬁ;mg > mefiil8)f =0

k=1

Debido a la presencia del logaritmo de una suma, es dificil la resolucion de
la ecuacién, por tal motivo se requiere otro tipo de procedimiento que permitan la
maximizacion de la funcién log- verosimilitud.

El nuevo procedimiento fue introducido por Dempster et al. (1977) como un
mecanismo para manejar informacion ausente y consiste en definir una nueva
esperanza 0 expectativa que facilita la maximizacion, de tal forma que los
pardmetros que maximizan a esta expectativa en cada iteracion convergen a los
parametros que maximizan a la funcion de verosimilitud.

Sea y = (y1,Y2-..-,¥,) Una muestra observada de tamafio n, a la que
denominaremos vector de datos incompletos, correspondientes a una realizacion
de Y, con funcién de densidad f(y|y), donde ¥ es el vector de parametros a
estimar. Ahora considere la variable Z = (Z,,Z,,...,Z,) que denominaremos
latente, que representa a los datos no observados y cuya realizacion es z =
(z1,2,,...,2,). Entonces el vector aleatorio X = (Y, Z) recibe el nombre de vector de
datos completos y su realizacion es x; = (y1,21), X2 = (¥2,22), oo, Xn = (Y, 2,) de tal

forma que a cada realizacion y; le corresponde siempre una z;.
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En este contexto podemos suponer que Z; representa una variable indicadora
binaria g —dimensional cuyo elemento j —esimo Z;; indica la pertenencia de la
observacion y; a la componente j —esima de la mezcladonde i =12..,n y j=
1,2,..,g. Asi, podemos definir Z;; como,

1 Si y; proviene de la
Zy =z = componente j — esima.
0 en otro caso

Dada la naturaleza categorica de la variable Z; al indicar la pertenencia de
los puntos muéstrales a una componente u otra de la mezcla, se puede interpretar
que los pesos m;, es la probabilidad a priori de que la observacion y; pertenezca a
la poblacion k, lo que hace suponer que Z; sigue una distribucion multinomial de

una sola realizacion sobre g categorias con probabilidades © = (nl,nz, ...,ng) , €S

decir,
" g
P(Zl — Zi) — (Zil Ziz Zi )n.lzilT[ZZiz ___n-gZig — anZik
»Zis s Zig 11
Donde
g g n
Z Zix =1 Z Zi = N.
k=1 k=1i=1
Entonces,

P(Zik=1)=7'[k k=1,2,..,g.

Modelo de mezclas Gaussianas
Se puede obtener informacion acerca de los datos ausentes mediante la
observacion de las elecciones que se realizaron. Por lo que definimos a h(z|y, y)
como la densidad de los datos ausentes condicionada a las elecciones observadas
en la muestra. Asi, por el teorema de Bayes, tenemos
P(zy = DPY; = yilzy. = 1)
h(zly,¥) = P(zu = 11Y; = y) = 2T =39

T fre (il Ox)

Ym0
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Tomando en cuenta lo anterior, aqui definimos la nueva esperanza o
expectacion en  que se relaciona con la funcion de verosimilitud pero que utiliza la
distribucion condicionada h(z|y,y). El procedimiento EM es iterativo y comienza
con un valor inicial de los parametros ° y en cada iteracion se van actualizando.
Como es conocido la maximizacion repetida de esta nueva funcion converge al

maximo de la propia funcién de verosimilitud. Esta nueva funcion es,

EWYPY) = E[I(ly, 2)|Y =y, 9]

n g
EWD =EF|) > zudoglmefeilOI|Y = y,9°

i=1k=1

n 9
= Z Z E|zu|Y: = yi, 9°] [logmy + logfi (vi1601)]

i=1 k=1
Sin embargo:
Elzi|Y; = yi, ¥°] = P(zix = 1IY; = y;,9°)
_ filYi = yilzixg = Pz = 1)
P(Y; = y;)

_ T fre (il O) _
Y TS (V:i164k) "

.‘p()

. (0)
ik

Por lo tanto,

n g
EWW®) =D > 2 llogm + logfe(116)]

i=1k=1
n 9 n g
_ ~ (0) ~ (0)
= Z Z Ty logm, + Z Z Ty 10gfre(vilOx).
i=1 k=1 i=1 k=1
Después del célculo anterior se realiza la maximizacion de la funcién &
respecto de . Esta maximizacion se realiza en dos partes dado que m; aparece
anicamente en el primer sumando y 8, lo hace el segundo sumando.

Comenzamos con la maximizacién del primer sumando. Para este caso usamos los
multiplicadores de Lagrange

g
Z fik(o) logm, + 4

n
i=1k=1

aT[k

ink—ll =0

k=1
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i=1
n
Z ‘fik(o) = —Amy
i=1
Tomando la suma sobre k en ambos lados de la ultima igualdad obtenemos,
n 9 g
n= ZZ £, @ = Z _Am, = —A

i=1 k=1 k=1

Lo cual implica que
1
S W __ _2N\N's (O
Mk Tk nZTLk
=1
Para la maximizacion del segundo sumando respecto de 6, depende de la
funcion de densidad f; (y;10;) que en nuestro caso son densidades Gaussianas,

entonces

logfi(vil0x) = loge (yilpx, ox*) =

1 1(y; — w)?
T —— 2 e ——
=-3 log(2mo*) 2 0.2
1 1(y; — y)?
_—— — f— 2 —_— ——l
=-3 log(2m) — logo 2 o2

Empezamos derivando respecto de u

i=1 20k
n n
2 T k(O) Vi = Z fik(o) Hi
=1 i=1
. (1) _ Zi=t 20V yi
Y C)
i=1‘tik

Para obtener el estimador de ¢;,2 tenemos,
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I e 1 logoy? 1(y; — ug)?
~ (0) _2 2 _ kU0 Mk —
aakZZZT"‘ ( 710802m) == =5 ) 0

_ Z 2 (0) (0) (J’l )’ —0
L 20
i=1
n n
~ (0) (i — Mk)z _ ~ (0)
Tik ——5 = Tik
. Ok é
i=1 =1

. (0
2 _ ot 0 — m)?
Ok~ = n » (0)

Usando la estimacion de p,, , obtenemos una estimacion de gy,

(1))

noz (0)
5D = &zt i (i =

A (0)
i=1 Tik

Valores iniciales

Los valores iniciales sobre los que el algoritmo comienza a iterar, y que son
implementados en muchas situaciones, se toman dividiendo la muestra en g
particiones y sobre cada una de ellas se calcula la media de las observaciones.

Estos valores se representan por i, 2,©, ...,ﬁg(o). Respecto a los pesos todos

se toman semejantes segin ;@ = 1, = ... = 1,(® = 1/g. Existen otras formas

de tomar los valores iniciales (Finch et al., 1989).

Criterio de parado
Para detener las iteraciones vamos a considerar la diferencia relativa
L@ Vly) — 1@y
LDy

Que se utiliza mas por su adimensionalidad. Y se detiene el proceso cuando

el valor maximo de dicha diferencia es menor que 107°.
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Implementacion del algoritmo

Si el algoritmo es capaz de discriminar por medio de la variable perimeter, si
el tumor es maligno o benigno, debemos considerar una mezcla de normales con
dos componentes, por lo que dividimos nuestra base de datos en dos grupos iguales
previamente ordenandos de menor a mayor, como el nUmero de registros esde n =
569, consideramos dos grupos, uno con los primeros n, = 285 registros y el
segundo con los n, = 284 registros restantes. Los valores iniciales que se
determinan en base a los valores de la variable perimeter son;

1,0 =71, =1/2

1/2

1 < 1 <
2
0=y =7360 &= > @) =883
ny ny—1
s=1 s=1
. . 1/2
1 1 2
B0 == y=11027 6 = > 0e-2") | =2073
n, n, —1
s=ny =Ny

El algoritmo empieza a iterar y se detiene exactamente en la iteracion donde
se cumple,
L™V y) - 1@Ply)|
L@y

Obteniendo los siguientes valores para los estimadores de la Tabla 2

< 107°.

Tabla 2
Estimadores
0y Valor de 6,
m 0.63
Ty 0.37
U1 79.25
1y 113.82
o 12.14
o, 24.35

Fuente: Elaboracion propia
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Con estos valores tenemos la forma de la mezcla de normales y con los

valores de la dltima iteracion, podemos calcular las componentes, algunos datos se

muestran en la Tabla 3.

Tabla 3

Muestra de la forma de la mezcla de normales

Diagnostico Mezcla de Normales
Benigno (B), (1) Benigno (2)
ID Maligno (M) perimeter Maligno
859464 B 60.11 1
859465 B 71.8 1
859471 B 58.79 1
859487 B 81.37 1
859575 M 123.6 2
859711 B 58.79 1
859717 M 114.2 2
859983 M 90.43 1
8610175 B 79.19 1
8610404 M 104.1 2
8610629 B 87.91 1
8610637 M 120.2 2
8610862 M 143.7 2
8610908 B 83.19 1
861103 B 73.81 1
8611161 B 86.49 1
8611555 M 1715 2
8611792 M 129.1 2
8612080 B 76.95 1
8612399 M 121.1 2
86135501 M 94.25 1
86135502 M 122 2
861597 B 79.78 1
861598 B 95.77 1

Fuente: Elaboracidon propia con datos de Wolberg et al. (1995).

Podemos observar que existen diferencias, por ejemplo, en los registros

8y 21 la mezcla de normales los clasifica en la componente uno (benignos), sin

embargo, en el diagnostico estos registros estan clasificados en la componente de

malignos.
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En la Figura 2 se muestra la forma de la mezcla de normales y sus dos

componentes; componente 1 (benignos) y componente 2 (malignos).

Figura 2

Forma de la mezcla de normales

0.035
0.03
0.025
0.02
0.015
0.01

0.005

40.0
44.5
49.0
53.5
58.0
62.5
67.0
71.5
76.0
80.5
85.0
89.5
94.0
98.5
103.0
107.5
112.0
116.5
121.0
125.5
130.0
134.5
139.0
143.5
148.0
152.5
157.0
161.5
166.0
170.5
175.0
179.5
184.0
188.5
193.0
197.5
202.0

s COMponent 1 ~ ess===Component 2 e \lezcla

Fuente: Elaboracidn propia.

Conclusiones

Podemos observar que, de un total de 569 observaciones, 357 que
representan el 62.7% del total, indican la ausencia de células cancerosas, mientras
que 212 que representan el 37.3% del total muestran la presencia de células
cancerosas. Con el modelo de mezcla de normales, se encontré que, del total de
observaciones, 403 que representan el 71%, indican la ausencia de células
cancerosas, mientras que 166 que representan 29% del total, muestran la presencia
de células cancerosas.

En los datos encontrados mediante la mezcla de normales, observamos que
en el caso de tumores benignos existe una coincidencia de 348 casos, que
representan el 97.5% del total de casos benignos, con una diferencia de 9 casos.

123




Mujeres en la ciencia:
Experiencias con recursos educativos y tecnolégicos para la docencia y la investigacién

Mientras que el caso de los malignos existe una coincidencia de 157 casos que
representa el 74.1% del total de los casos malignos, con una diferencia de 55 caso.

Podemos concluir que el modelo en el caso de tumores benignos tiene una
prediccién con buena aceptacién, mientras que en el caso de tumores malignos la
prediccién no seria muy buena. En este Ultimo caso debemos tomar en cuenta que
en el estudio del Dr. Wolberg nos indica que “El porcentaje es inusualmente
grande; el conjunto de datos no representa en este caso una distribucion tipica de
andlisis médico. Por lo general, tendremos una cantidad considerable de casos que
representan negativos versus una pequefia cantidad de casos que representan
tumores positivos (malignos)”. Esta afirmacién puede corroborar la diferencia que

se encontrd en los casos malignos.
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